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ВВЕДЕНИЕ 


В последние годы задачи, идеи, понятия из области конечномерных сис- 
тем все более проникают в теорию бесконечномерных динамических систем 
и порождающих их дифференциальных уравнений с частными производны- 
мн. С точки зрения теории динамических систем стали изучаться эволю- 
ционные уравнения математической физики, такие, например, как системы 
уравнений Навьс —Стокса, уравнений магнитной гидродинамики, уравне- 
ний химической кинетики (рсакции-диффузии), волновые уравнения с 
диссипацисй и нелинейными членами взаимодействия, ряд гиперболических 
систем уравнений. В последние годы благодаря усилиям многих матема- 
тиков было доказано, что аттрактор системы Навье—Стокса, к которому 
при г -> +оо притягиваются в функциональном пространстве все траскторин 
этой системы, являстся компактным, конечномерным (в смысле Хаус- 
дорфа) множеством. Были даны оценки сверху и снизу размерности ат- 
трактора 9 в зависимости от числа Рейнольцса, Эти результаты дали в ка- 
ком-то смысле положительный ответ на известную гипотезу Хоифа. Ука- 
занные выше исследования системы Навье-Стокса в значительной мере 
стимулировали также изучение аттракторов других уравнений математи- 
ческой физики. При этом для некоторых задач, например для системы 
уравнений реакции-диффузии и для нелинейных волновых уравнений с 
диссипацией, помимо существования аттракторов и описания их основ- 
ных свойств, удалось доказать, что при Г -+ + оо бесконечномерная динами- 
ка, описываемая этими уравнениями и системами, стремится, и притом 
равномерно, к конечномерной динамике на аттракторе Ў, который явля- 
ется объединением гладких многообразии. 

Всем этим вопросам, как и ряду других, связанных с поведением ре- 
шений эволюционных урзвнсний при ѓ -» +оо, посвящена настоящая кни- 
га. Перейдем к более подробному описанию се содержания. 

С каждой системой эволюционных уравнений вида 


д,и = Аи, и |1 =о = Чо (1) 


можно связать полугруппу операторов { 5,), г 2 0, которые сопоставля- 
ют начальному значению ио из банахова просгранствя /7 начальных ланных 
(1) значение соответствующего решения и (1) уравнения (1) в момент вре- 
мени 7: 5,00 = (1). Важной задачей явияется изучение вопроса о том, 
как ведут себя эти решения при болыших 7. Очевилно, что эта задача экви- 
валентна изучению полугруппы: операторов {5,, 12 0} при! + о, 

В:главе 1 строятся и изучаюася полугруниь { 5, } ‚ соотвегствующие раз- 


2 


Га 


личным уравнениям математической физики, таким, как двумерная сис- 
тема Навьс--Стокса, система уравнений рсакции-диффузии, волновые урав- 
нения с диссипацией, а также параболические уравнения и системы урав. 
нений, содержащие нелинейность в главной части. Особое внимание уде- 
лено тому, в каких пространствах действуют эти полугруппы, вопросам 
их отраниченкости, непрерывности, компактности. Эти свойства впослед- 
сним используются при построении аттракторов этих подгрупп { 5, }. Для 
удобства читателя в ряде случаев проводим во всех деталях построение 
(5,) (см. разд. 3, 4). При этом используется метод Галеркина, который 
нодробно излатается. 

Компактное множество Ў, к которому нриближаются (притягиваются) 
и зом или ином смысле любые решения и(ЕЁ) при Г -> +оо, называется ат- 
трактором. Кроме условия притяжения, на % накладывается условие 
строгой инвариантности 5; {= # УЕ? 0, гарантирующоее, что Ў не умень- 
шастси под действием 5,, а это обеспечивает некоторую минимальность %. 

Апрактор, к которому притягивастся под действием 5, при { >» +оо 
произвольное ограниченное в Е множество В (т.е. отклонение 4151 (5, В, #) 
в / множества 5, В от множества % стремится к нулю при г » +оо), назы- 
мнется максимальным (или глобальным). Свойство его мак- 
симальности состоит в том, что он содержит любое ограниченное инвариант- 
ное множество, т.е. являстся максимальным компактным инвариантным 
множеством. 

Из определения максимального аттрактора следует, что он обладает 
свойством равномерного притяжения траекторий и(1) = 5:10 при г -* 
$ 4° для ограниченных по норме ио. Существенно, что максимальный 
аттрактор Ж содержит в себе всю информацию о неустойчивости, прису- 
щей уравнению (1) и порождаемой им полугруппе. Действительно, если 


Мо < Г, му Е Еии, —ио, то вследствие неустойчивости ѕир |1 5: ио — Эли: |, 
г> 0 


вообще говоря, не стремится к нулю. Вместе с тем 
‚ зор { 4151 (био ОЯ, би, Ч) + 015 (5,0; ОЖ, 5, ио 9% )} >0 (2) 
#20 


при и; ио 


и иритом равномерно для ограниченных и; и ио. Это свойство естествен- 
но назвать свойством устойчивости по Ляпунову по модулю аттрактора. 
Им обладают весьма широкие классы уравнений (см. гл. П). 

Интерес представляют и инвариантные подмножества максимального 
аттрактора, например точечные аттракторы, т.е. аттракторы, притягиваю- 
щие индивидуальные траектории. Заметим, что регулярный максималь- 
ный атгтрактор полугруппы, обладающей глобальной функцией Лялунова, 
состоит из объединения гладких конечномерных многообразий, проходя: 
щих через станионарные точки (см. гл. У), а точечный аттрактор такой 
Ниодугрупиы — из стационарных точек. 

Настоящая книга посвящена изучению максимальных аттракторов, 
кезерме в дальнейяюм часто называюгся просто аттракторами. 

Н имне П приведены основные теоремы о существовании аттрактора 
Ч лия носьми общих классов полугрупи {5,}. Кроме свойств непрерыв- 
ннан У, м, требуегся лишь наличие компактного притягивающего мно- 


а 


жества. В этой главе построены и изучены аттракторы %полугрупп (5,}, 
соответствующих двумерной системе Навье—Стокса, системе уравнений 
химической кинетики, волновому уравнению с диссипацией, параболичес- 
ким уравнениям с монотонной главной частью и другим параболическим 
уравнениям и системам уравнений. В каждом из этих примеров особое вни- 
мание уделено следующим вопросам: характеру компактности аттрактора, 
классам ограниченных множеств, которые притягиваются к аттрактору, ха- 
рактеру притяжения к аттрактору. Отметим, что метрика, в которой про- 
исходит притяжение к аттрактору, может не совпадать с метрикой основ- 
ного банахова пространства Ё. В ряде случаев эта метрика сильнее (напри- 
мер, для параболических уравнений с линейной главной частью), а в ряде 
случаев эта метрика слабее (например, для параболических уравнений 
с монотонной нелинейной главной частью или для гиперболических урав- 
нений с диссинацией при недостаточно гладкой нелинейности / (и) в этом 
уравнении). 

В главе Ш изучаются неустойчивые множества, выходящие из стацио- 
нарных точек полугруппы {5,}. В том случае, когда {5,} обладает гло- 
бальной - функцией Ляпунова, т.е. таким функционалом Ф (и), который 
убывает на нестационарных траекториях полугруппы {5,}, доказано, 
что аттрактор полугруппы { 5, } совпадает с неустойчивым множеством 


М" (%), выходящим из множества % всех стационарных точек полугрупиы, 
У = М" (5%). Множество М" (%} состоит из совокупности точек шо, через ко- 
торые проходят траектории 5$;Но, продолжаемые для всех г < 0, причем 
9151 (5,00, ®) > 0 при { > —°. Отметим, что глобальной функцией Ляпу- 
нова обладают некоторые классы параболических и гиперболических сис- 
тем уравнений. Так, например, сю обладает следующий класс систем ре- 
акции-диффузии (химической кинетики) : 


д: и=ади – (и) – =(х), ди[дп [а =0, (3) 
и = (иї,..., и"), Г(и) = (7 (®),..., Г”"(м)), а = @!,..., 2”), при- 


чем /(и) = ртай, Е(и), где Е: В” >В, а = а" — постоянная симметричес- 
кая матрица. Функцией Ляпунова обладает также волновос урзвнение 
с диссипацией вида 


д7и + уд,и = Ди — (и) — 8 (х), ира =0, 120. (4) 


Для уравнения (3) и (4) аттрактор Ж = М" (5). 

При некоторых дополнительных условиях дифференцируемости и об- 
щего положения, в частности конечности множества % = {2:,...,2м}, 
аттрактор % — регулярный, т.е. является объединением гладких конечно- 


мерных многообразий М" (2;) (неустойчивых инвариантных множеств, 
выходящих из 2;): 


= М" (2,9... М"См). (5) 


Каждое многообразие М" (2 ;) состоит из конечнопараметрического семей- 
ства решении и(!), имеющих пределом при { > - оо точку 2; (подробно 
см. гл. Уи УП). В последнем случае задача о глобальном притяжении траек- 
торий к аттрактору сводится к локальному изучению свойств полугруп- 
пы в окрестностях стационарных точек 2;. В этих окрестностях вопросы 
притяжения изучаются с помощью линеаризации полугруип. 
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В улаве У построены инвариантные многообразия в окрестности стацио- 
парной точки 2 дифференцируемой полугруппы 15, }. Если окружность 
радиуса г, || = 7, не пересекается со спектром о (51 (2)) оператора 51 (2), 
то г назовем регулярным спектральным радиусом. Части 
сиектри 5, (2), лежащей вне этой окружности [$ | = 7, соответствует инва- 
риантное подиространство оператора 5 1(2), которое обозначается через 
|". (2, ғ). Аналогично определяется Е_ (2, г), соответствующее части спект- 
“7 (2), лежащей внутри круга [{ | <г. Предполагается, что Е, (2, г) ко- 

‘мерно. При выполнении соответствующих условий в главе У дока- 

‚ что через точку 2 проходит локально инвариантное относительно 

›,) конечномерное многообразие М, (2, г), касательное в точке 2 к 

№. (:, г), а также локальное инвариантное многообразие М_ (2, г), каса- 
тельное в точке к В _ (2,7). 

В разл. 4 гл. У доказано, что если и(1) = 5; ио > 2 при і > +оо и’ < 1 – 

гулирный сисктральный радиус, то на М, (2, 7) существует траектория 
й (1) (спектральная асимптотика для и (г) ), такая, что 


Им (1) б) < Се". (6) 


В случас системы уравнений рсакции-диффузии или, например, системы 
уравнений Навьс--Стокса можно взять последовательность 7; -> 0, тогда 
получим последовательность и; (1) Е М, (2, г;), аппроксимирующих и (г) 
со все большей точностью. Здесь имеется аналогия с аппроксимациями в 
методе Фурье рззложения по собственным функциям в линейных эволю- 
ционных, например параболических, задач вида (1). Действительно, в 
последнем случае, если в качестве и (Г) взять частичную сумму ряда Фурье, 
представляющего решение и (7) задачи (1) 


= М1 
и (г) ~ У с;ехр(- А, г)е;, 9(1) = им (0) = 2 сцехр(– №,1)е;, 
і= 1 = 1 


имеет место (6), где г = ехр(– Хм), Ам — собственное значение операто- 
ра А. Таким образом, аппроксимация при { -> + оо частичными суммами ря- 
ди Фурье, дающего решение линейных эволюционных уравнений, допускает 
обобщение на нелинейные эволюционные уравнения. 

В конце главы У (в разд. 7) рассмотрен вопрос о равномерной по началь- 
ным данным спектральной асимитотике, т.е. исследуется асимптотическое 
поведенис траекторий и (г) = $; мо, где ио принадлежат нскоторому огра- 
ниченному множеству В. Рассматриваются подгруппы { 5, }, обладающие 
глобальной функцией Ляпунова и конечным числом стационарных точек. 
Дли каждой индивидуальной траектории 5, ио существует описанная выше 
епектральная асимптотика. Однако равномерная по но Є В асимптотика 
Зрасклорий и (г) может отличаться от индивидуальной из-за того, что траек- 
тория и(7), стремящаяся к стациопарной точке 2,„ при ѓ у +оо, может на- 
джиднзься конечное, но неограниченное сверху при ио Е В время в окрест- 
нистих неустойчивых стационарных точек 2; + 2т. Поэтому для равномер- 
ней нипроксимации џи (7) приходится использовать траектории, лежащие 
не только на ЛМ. (2, Г»), Но и на М, (2;,7;), т. 

В связи с этим конструируемая апироксимирующая кривая 2 (г) 
‚вдержиг конечное число разрывов (точки разрыва этих траскторий ле- 


жат вокрестностях неустойчивых стационарных точек). Непрерывные кус- 


ки и (Г) лежат на конечномерных многообразиях М, (21, г;}‚ и справедли- 
ва оценка 


Ни 00) 1< Се: У:20, (7) 


причем С зависит лишь от В, ап > 0 – от спектральных радиусов г; (# = 
= 1,..., №. Если г; устремить к нулю, то в неравенстве (7) 7 > +. 

Очевидна связь указанных выше конструкций с идеями Фурье и Ля- 
пунова. 

Отметим, что, хотя динамика {5; } изучается в бесконечномерном 
пространстве Е, ее асимптотическое поведение при ѓ > + о описывается с 
помощью конечномерной динамики, порожденной { 5; } на конечномер- 
ных многообразиях М, (2;,7:) (= 1,..., №). 

В главе УІ изучаются стационарные точки эволюционных уравнений 
и соответствующих им полугрупп. Особое внимание уделяется оценкам 
индекса неустойчивости изолированных стационарных точек 2, т.е. раз- 
мерности инвариантного подпространства Ё’ (2, 1), соответстующего час- 
ти спектра. оператора Аз (2), лежащей в правой полуплоскости. Отметим, 
что в разд. 5 главы УТ дается оценка снизу индекса неустойчивости в ста- 
ционарной точке полугруппы {5;}, соответствующей двумерной системе 
Навье—Стокса. Эта оценка получена для течений А.Н. Колмогорова, удов- 
летворяющих периодическим граничным условиям с периодом 2л по х; 
и 2л/а по х, где а мало. Она используется в главе Х для оценки снизу раз- 
мерности аттрактора % системы Навье- Стокса. 

При изучении инварнантных многообразий полугруппы {5:}, исследо- 
вании зависимости этих полугрупп от параметра, изучении размерности ат- 
тракторов полугруип {5,} большую роль играют свойства дифференци- 
руемости операторов 5;. 

В главе УП излагаются различные вопросы, связанные с дифференни- 
руемостью операторов 5;. Сначала рассматриваются проблемы диффе- 
ренцируемости в абстрактной ситуации, а затем в разд. 3—6 доказывается 
дифференцирусмость операторов 5, полугрупп, соответствующих системам 
реакции-диффузии и параболическим системам уравнений, гиперболичес- 
кому уравнению с диссипацией, системе уравнений Навье—Стокса и дру- 
гим уравнениям. 

Если эволюционное уравнение 


ди =А (и, №), иі, -о=и0о(№) (8) 


зависит от параметра №, то возникает вопрос о зависимости решений и (г, А) 
и аттракторов Ж (\) этого уравнения от А. Этим проблемам посвящены 
главы УШ и 1Х. Оказывается, что при очень общих предположениях ат- 
тракторы %(^) зависят от Х полунепрерывно сверху, а именно 41$ (9((А), 
Ў ()) > 0 при А > Хо. В частности, доказано, что аттракторы Ум галер- 
кинских приближений двумерной системы Навье Стокса при № - + оо сҳо- 
дятся к аттрактору # самой системы. Такое же свойство установлено так- 
же в ряде случаев при сингулярном возмущении эволюционного диффе- 
ренциального уравнения, например, в случае, когда гиперболическое урав- 
нение (4), где 92 и заменено на Хд? и, вырождается в параболическое 
уравнение при Х = 0 (подробности см. в гл. УШ). 


у 


Для регулярных аттракторов получены количественные оценки вида 
4191 (9 (А, ), (А) < С1Х, – А, 19, 920. 


Зависимость решений и (7, Л) при всех г > 0 от параметра А часто обла- 
дает неустойчивостью. Однако при естественных условиях имеет место 
устойчивость по модулю аттрактора не только относительно возмущения 
начальных данных, как было указано выше, но и относительно возмущения 
полутруппы. А именно справедлив аналог формулы (2) 


0р 9151 (5, (,)и., 5, (Х)ио 9 (о) «7 (и: – ио 1,1 А! – №1), 0) 
: 


где 7 (Е, п) > 0 при (#, п) -> (0,0). 

В главе ІХ изучается асимптотическое поведение при всех г > 0 решений 
н(!. Х) = 5, Х)ио уравнения (8) в зависимости от параметра А при А ~ 0. 
Нулевым членом асимптотики по А является 5, (0)ио = 9(1), т.е. решение 
(8) при А = 0. При естественных условиях на А (и, №) имеет место оценка 
Ни (А) —и(:) | < СГА ехр(аг). Очевидно, что чем больше Е, тем аппрок- 
симзция и (1, А) через и(1) становится хуже. В разд. 4 главы ІХ при естест- 
венных условиях, главное из которых — наличие глобальной функции Ля- 
пунова и гиперболичность всех стационарных точек у невозмущенной полу- 
грушы {5,(0)} (Х = 0), показано, что нулевой член и({) асимптотики 
и(!. х) можно стабилизировать при Г ~» +. Точнее, для каждой траекто- 
рии и (г) = 5, (ХА) ио, где о Е Ви В -— ограниченное множество в Е, сущест- 
пуст трзектория й (г), такая, что и (1) =ь(1) = 5, (0)ио при 0 <: < Т,Т= 
~ Т(ы). а при {> Т (г) Е ОМ" (2,) С Ж (0), причем имсет место оценка 

/ 


вор 1и (2, № И СіХ, 9>0, С= С(В), (10) 
гро 


где 4 зависит от спектральных характеристик операторов 5; (2;). Как 
н выше, 0 (1) при г > Т кусочно непрерывна по Г ий (г) принадлежит ко- 
нечнапараметрическому семейству траекторий { 5, (0) }, причем непрерыв- 
ные куски и (7) = 0 (1, Х) лежат на М" (2/) (= М, (23, 1), = 1) - неустой- 
чивых многообразиях, выходящих из 2;. Приведены примеры параболиче- 
ских и гиперболических уравнений, зависящих от параметра, для решений 
которых имеется стабилизированная асимитотика при всех { > 0. Отдель- 
но рассмотрен случай гииерболического уравнения, содержащего малый 
параметр при д?и (см. гл. ІХ, разд. 4). 

Последняя глава Х посвящена оценкам сверху и снизу хаусдорфовой 
размерности аттракторов различных эволюционных уравнений. Приведе- 
НЫ результаты для двумерной системы Навье- Стокса, параболических сис- 
зем типа систем химической кинстики и других уравнений. Уделено внима- 
ние Зависимости оценок размерности аттрактора от параметров, входя- 
ших в уравнение, например, от вязкости для системы Навье—Стокса. 

(становимся вкратце на некоторых работах, связанных с тематикой 
настоишей книги. Работы по теории конечномерных динамических систем, 
евизниные с изучением «-предельных множеств и аттракторов таких сис- 
ем, указаны в книгах Нитенкого [1], Марсдена и Мак-Кракен [1], Ар- 
нильма, Афраимовича, Ильяшенко, Шильникова [1]. Эти воиросы в беско- 
нечномерной ситуации в связи с теорией уравнений с запаздывающим 


аргументом изучались в книге Хейла [1]. Глобальные свойства системы 
Навье—Стокса и других уравнений с частными производными, рассматри- 
ваесмых как бесконечномерные динамические системы, были исследо- 
ваны О.А. Ладыженской в работе {2}. В ней, в частности, построено мак- 
симальное ограниченное инвариантное множество (оно является и мак- 
симальным аттрактором) и показано, что траектории, лежащие на этом 
множестве, однозначно определяются своими проскциями на конечно: 
мерное подпространство достаточно большой размерности. Конечность 
хаусдорфовой и фрактальной размерности инвариантных. множеств и 
аттракторов ряда эволюционных уравнений, а также оценки этой размер- 
ности изучались затем во многих работах: Малле-Паре [1], Фояш, Темам 
[1], Ильяшенко [1, 2], Бабин, Вишик [1, 3, 5|, Ладыженская [3, 5], 
Темам [4], Констинтин, Фояш, Темам [1], Рюэль [1, 2], Гицалья, Темам 
(11, Константин, Фояш, Менли, Темам, [1] ив работах других авторов. 

Стросние аттракторов, характер протяжения к ним в случае диссипа- 
тивных гиперболических уравнений, систем уравнений реакции-диффу- 
зии, параболических уравнений и ряда эволюционных уравнений матема- 
тической физики изучались Генри [1], Хейлом [2], Бабиным, Вишиком 
[2, 4, 6, 9, 11, 13, 15], Аро [2], Гидалья [1|, Гидалья, Темамом [1], Чуе- 
шовым [1, 2], Ладыженской [4, 5], Мора, Сола-Моралесом [1] и другими 
авторами. 

Вопросы, связанные с равномерной спектральной асимптотикой реше- 
ний при / э +оо эволюционных уравнений, с асимптотическим стремле- 
нием при {Г -> +оо бесконечномерной динамической системы к конечно- 
мерной динамической системе на регулярном аттракторе, изучались Ба- 
биным, Вишиком [18—20]. 

Зависимость аттракторов от нараметров для разных эволюционных урав- 
нений математической физики исследовалась Бабиным, Вишиком [14], 
Хейлом [2] и другими авторами. 

Стабилизированная асимптотика при всех г > 0 решений эволюционных 
уравнений, зависящих от параметров, изучалась Бабиным, Вишиком [18, 
20, 21]. 

Другие работы, связанные с материалом кники, отмечены непосрелствен- 
но в тексте. 

В книге авторы попытались систематически изложить некоторые вопро- 
сы, связанные с теорией аттракторов, причем выбор материала обусловлен 
интересами авторов за последние годы. Работы других авторов освещают - 
ся в той мере, в которой это необходимо для последовательного изло- 
жения. 

В книге принят следующий порядок ссылок на формулы и утвержде- 
ния. Римская цифра означает номер главы, вторая цифра — номер разде- 
ла, а третья цифра — номер формулы или утверждения в указанном разде: 
ле. В пределах одной и той же главы номер главы не указывастся, а в ирс- 
делах одного раздела не указывается и номер раздела. Например, ссылка 
на теорему 11.24, сделанная в любой глзве, кроме главы П означае, что 
эта теорема находится в разд. 2 гл. Ш и имеет номер 4. Сделзиная в главе М 


ссылка на формулу (3.2) означает ссылку ка формулу (2), находящуюся 
в разделе 3 этой же главы. 


Весь приводимый в книге теоретический материал широко иллюстри- 
руется на примерах указанных выше эволюционных уравнений. 

Авторы выражают искреннюю признательность В.И. Арнольду и 
Ю.С. Ильяшенко за ряд полезных бесед по проблематике динамических 
систем и аттракторов. 

Интерес авторов к тематике настоящей книги стимулировался семина- 
рами по дифференциальным уравнениям и математической физике, проис- 
ходящими на механико-математической факультете МГУ, в Институте проб- 
лем механики АН СССР, в Московском институте инженеров железнодо- 
рожного транспорта и в других учреждениях. Авторы выражают глубо- 
кую благодарность этим коллективам. 

Особую благодарность авторы выражают А.М. Гутерман, взявшей на се- 
бя тяжелый труд, связанный с подготовкой рукописи к печати. 


Глава 1 


КВАЗИЛИНЕЙНЫЕ ЭВОЛЮЦИОННЫЕ УРАВНЕНИЯ 
И ПОРОЖДАЕМЫЕ ИМИ ПОЛУГРУППЫ 


1. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПРОСТРАНСТВА И ТЕОРЕМЫ ВЛОЖЕНИЯ 


Будем использовать следующие обозначения: К, С, 4 и М — соответсгвен- 
но множество вещественных, комплексных, целых и натуральных чисел; 
7, = {хЄє2: х>20} иК, ={хЕБ: х2 0} -— множество неотрицательных 
целых и вещественных чисел; К” -– вещественное пространство размер- 
ности п. . 

Далее будем рассматривать полугрунпы операторов, порождаемые 
эволюционными дифференциальными уравнениями и действующие в функ- 
циональных пространствах. Уравнения будут заданы в ограниченной об- 
ласти О С В” с гладкой границей 99. Для простоты предполагается, чго 
граница бесконечно гладкая, хотя в большинстве приведенных ниже приме- 
ров достаточно конечной гладкости. Через д; обозначается оператор часл- 
ной производной но х; 


д;и = ди/9х; (= 1,..., п), 


через д, — частная производная по? д,“ = дијх, 

В ряде примеров будут рассматриваться пространства функций, периоли- 
ческих по каждой неременной х; (і = 1,.... п) с периодом 21. 1 зкие функ- 
ции будем считать определенными на п-мериом торе 7" = К" 2п4)". 

Укажем теперь те функциональные пространства, которые будут ис- 
пользованы ниже, и введем соответствующие обозначения. 

Пространство непрерывных из замкнутой области @ функций обозна- 
чим через С(©), норма в С() вводится стандартно: 


Ни Ис = Ви со) = зар и(х) | хє). (1) 


Пространство С (Я), 0 < а < 1, функций, непрерывных по Гельдеру, 
состоит из функций, для которых конечна норма 

Пи Пса = Ви ооу 2 ћи ско) + (2) 

+ зир 1 и(х) ~ и(х іх - х (ххх, хє, хх’ |< ро). 


Пространство С“ (0), КЕ 2, , состоит из функций. имеющих непрерыв- 
ныс производные до порядка А, причем норма 


1ге Пех = һи кау = тах ди Но, (а Е 26: [аі < А). (3) 
Здесь и далее, как обычно, при а = (а,,..., аи) 2% 


Сх а , 
д“ = ,'...д,", отор +... +ан. (4; 


ЕслирЕК,, р= к +В, ге кЕХ,, 0<6<1, то С? (9) — множество 
функций, имеющих непре рывные на Я производные до А-го порядка и про- 
изводные К-го порядка из СЁ (Я): 

а . = 

+ тах {|1 ди КСЕ [м1 =К)}. 

В том случае, когда из контекста ясно, где определены рассматриваемые 
функции, будем иногда писать сокращенно Ј/ Є С? вместо, например, 
уе С?(К"). 

Через Ёр ($2), 1 <р < о, обозначается пространство измеримых функ- 
ций, для которых конечна норма: 


Пи По, р = Пи, = (Ли Рах). (6) 


Через 2... (0) обозначим множество функций, ограниченных почти всюду, 
Ни Но, = = Пи [1 = маі ѕир [и(б) 1: хЄ9)) (7) 
(для непрерывных функций эта норма совпадает с нормой в С(9)). 


Норма в пространстве Соболева № (9), [Е 2,, 1 <р < =, определяет- 
ся формулой 


= а, ир у1/р 
Ни [рр С 2 1 иір). : (8) 


В случае р = 2 пространство Соболева -- это гильбертово пространство, 
которое будем обозначать через /' (0): НО) = и! (9). Скалярное произ- 
ведение в /7' (9) определяется формулой 
(ии) = 5 ЈӘ%и(х)д%(х) ах. | (9) 
<г9 


ја і 


Пространство №; (90) является пополнением множества С'(9) по нор: 
ме (8). 

Нормы в пространствах С?(Т") и И; (Т") вводятся посредством (5) 
и (8), гле 9 = (10, 27|)". Скалярное произведение и норма в Н"(Т”), 
эквивалентные тем, которые задаются формулой (9), могут быть опреде- 
лены с помощью коэффициентов Фурье: 


(ио) = Ха (85 НЕРВ), и = (ии), (10) 


где сумма берется по ё Е 2"; И( и 0(#) - коэффициенты Фурье; черта 
обозначает комилекснос сопряжение; 


.. СР 

и (Е) = бту" = Ји(х)е хх. р) 
Здесь интеграл берется по [0, 217]"; 

Хх. { =х,&, + . ..+Хиён. (12) 


Фирмулой (10) определена норма в Н '(Т”) не только при ГЄ 2,, но 
ипри ЈЄ К. 
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Через С” (9) обозначается пс" (9), через Сь (9) — множество функ: 


ций из С° (9), равных нулю в некоторой окрестности границы 29. Часто 
будем рассматривать пространства функций, равных нулю на 09. В этом 
случае соответствующее пространство будем обозначать следующим обра- 


зом: С? (2) П {ип = 0), №; (9) п {ира = О}; пополнение Со’ (9) по 
норме Н' (2) — через Но (0), а по норме №1 (Я) — через №1 (0). 

Как известно, Но(®) = Н! п (идо = 0), №) (0) = и (Я) п 
п {изя = 0). 

Иногда будем использовать пространства Соболева Н? (9) при нецелых 
р>0, р=К+В, КЕД, 0< 6 < 1. Эти пространства снабжены нормой 


Ни | = Ни + ОГ Ни(х + у) фи) [у 17" 224у (13) 


(и(х) продолжена в ё -окрестность границы ‚см. Никольский [1]) 

Через Н-090), [> 0, будем обозначать пространство, сопряженное 
к Н} (9); норма в этом пространстве вводится стандартно: 

Им Ир = р {1 (и, 0) 1/10 (о: 9Е На (9), ож 0)) . 


В случае, когда Ё — эллиптический дифференциальный самосопряженный 
положительный оператор второго порядка с нулевыми граничными усло- 


виями, будем часто на области определения 4) (12/?) оператора 1,72 
вводить в шкале пространств, порожденных Ё, норму ||.||, по формуле 


Ни !2 = (и, и), = (1, [5/2 у, Согласно интерполяционной теореме. 
норма, вводимая таким образом на 9) (1/2), эквивалентна норме 
в Н(9). Отметим, что в связи с граничными условиями 9 (12/2) состав- 
ляет часть Я ($2) (см. Лионс и Мадженес [1|). 

В дальнейшем, если Е; и 2 — два функциональных банахова прост- 
ранства, то под вложением Ё, С РЁ, всегда понимается непрерывное вложе- 
ние (непрерывность относительно топологии, порожденной нормами в Ё, 
и Ё). Если вложение вполне непрерывно, будем писать А, © Ё. 

На протяжении всей книги используются теоремы вложения Соболева. 
Приведем их формулировку. 

Теорема 1. Пусть показатели 1 <р; <р, <®, 1,1, Є 2,, И 2. Пусть 
выполнено неравенство 


т — Мр, > Бт- Тр. | (14) 
Тогда 
ир. (9) С №р' (0), (15) 


причем если неравенство в (14) строгое, то вложение вполне непрерывно; 
еслир; = 2, то | можно брать из В ,. 
Теорема 2. Пусть і <р, «ои1, ЕЙ. и пусть 


< 1, ~ п/р}. (16) 
Тогда 
ии (2) с С"), (17) 
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причем вложение вполне непрерывно; если р, = 2, то 1, можно брать из В +. 
Доказательство см. Никольский [1]. 

Отметим, что из вложения Ё, С Е, одного `банахова пространства Ё, 
в другое банахово пространство Ё, следует неравенство ||и || Е, < СЧи] Е,› 
где С не зависит оти Є}. 


Заметим, что если Е С /,(9), то функции ф из /,(9) естественным 
образом сопоставляется функционал р на Е. Действие этого функционала 
определяется формулой (и) = (и, ф). Таким образом определено вложе- 
ние 2. (52) С ЁЕ*, где Е” - пространство, сопряженное к Ё. Полезно следую- 
щее предложение, позволяющее продолжить это вложение на Ё. ($), 
4 < 2. 

Предложение 1. Лусть функциональное банахово пространство Е явля- 
ется подпространством Н?(©) (не исключено Е = Н(9)), ЕС НҚ), и вло- 
жение непрерывно. Тогда Е" 2 1.(9) и ПиПе* < С, ио, а үд 21, 
удовлетворяющего условию 119 < піп(1, 1/2 + з/п), за исключением слу- 
чая 1 = 1/2 + 5/п, когда 4 (О) СЕ* Уд >1. 

Локазательство. Согласно теореме 1 #° (8) С (9), где --1/а' = 
= 5/п — 1/2 при 5/и - 1/2 <0ид = +° при 5 > п/2. Поэтому ЕСІ (9) 
и любой функционал ф на /.'(0) является функционалом на Е т.е. 
(1409) СЕ”. В силу неравенства Гельдера (см. (25)) 2.(%)С (2. соу)" 
при 1/9 +19 = 1 (на самом деле Ё. (8%) = (Ё4'($2))* ) м 

Теорема 3 (Гальярло- -Ниренберг). Пуст і <р, <<, 1<р, «ә, 0 < 
&« г< 1, ипусть 
0 = (п/р - п/р, – ғ) (п/р -пр. -Ё), 1160 <1. (18) 
Тогда 


1и 11, р < СИ р, Ни ЙЕ р, - (19) 


Здесь приведена формулировка теорсм 1—3 в нужной для наших целей 


общности. Болсе общие результаты см. в книгах Соболева ПЛ и Ни- 
кольского [1]. 


Наиболее часто будем использовать неравенство (19) в случае, когда 


пространства №5 гильбертовы, т.е. р = 2. В этом случае неравенство (19) 
превращается в инторполяционясе неравенство 


Пи, «Сиио, 51 «55а, 0 = (6—5) — 51). (19°) 


В книге используются простраиства функций и (1. х), зависящих от пе- 
ременных г Є [0, т]! С К, х Є О. Эти функции можно рассматривать как 
функции и (г, -) переменной С [0, 7] со значениями в соответствующем 
блиаховом пространстве Ё функций, определенных на 9. Обычно ЁС 
СН(9) = 6.(®). Будем часто использовать пространства вида С“([0,7], Р), 
д Є 2, или к= и /.([0, Т], Е), 1 <р < =; в качестве Е будем брать 
и (9) или С? (9). Для крагкости будем часто использовать обозначения 
Г, (17) = Вр (0,Т],Е), С®(Е)=С\(10,Т],Е). 

В 2 (Е) норма вводится формулой 


Пи Парс) = С пио, ағ 90. (20) 
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В С*(Е) норма задается формулой 
Им Иса) = зор Или (ВНЕ (ЕЕ [0, Т], 1=0,...,К)}. (21) 


Если и(, х) = и Є1.,([0, Т]; Е), то функция и(г) со значениями в Ё, 2Ё 
называется обобщенной производной от и(Р) и обозначае!- 
ся (г) = 9, и([), если 


Т Т 
у (г), (09а = – ] ибо), д, 0(0)) 4 Уфе Со ([0, Т], Ед). 
о 0 


Здесь Ёо — прострзиство, сопряженное пространству Ёо; (<, ) -- двойствен- 
ность между Бо и Ёд; через Со ([0, Т|, Е) обозначается множество функ- 
ций из С° ([0, Т], Во), равных нулю при [, близких к 0и Т. 

Будем использовать следующую теорему о комнактности. 

Теорема 4. Пусть Ео, Е, Е, — банаховы пространства, причем Е С Е С 
С Ёо, Ё, и Бо рефлексивны, а вложение Е, С Е компактно. Пусть {и„}, 
и, = 01 (Г), ГЄ [0, Т|, пЕМ, – последовательность, 0, Є Бр, ПО. Г], Е), 


і <ро < =, и она ограничена в этом пространстве. Пусть ии (1) имеют об- 
общенные производные д,о,„ (1), которые удовлетворяют следующему 
условию: ди ЕЁ, (0, Т], Ес), рі > 1, и ограничены в этом простраист- 
ве. Тогда из последовательности {и„} можно выбрать подпоследователь- 
ность, сходящуюся в Ёр (10, Т], Е). Доказательство см. в работе Лион- 
са [1]. 

Будем пользоваться понятиями слабой и *-слабой сходимости. Напом- 
ним, что последовательность` {и„} С Е, где Е — банахово пространство, 
называется слабо сходящейся к ыиЕРЛ, если для любого эле-. 
мента ГЕ Е”, где Ё* — пространство, сопряженное к Ё, (ип - и, Ў) > 0 при. 
п > оо, 

Носледовательность { Л, } С Е" называстся *-слабо сходящейся 
к элементу ГЕЕ”, если УиЕЕ (и, ў, - Г) » О при п > о. Так как 
для рефлексивного пространства Е Е = (Е*)*, то ж-слабая сходимость 
в рефлексивном пространстве совпадает со слабой сходимостью. 

Как известно, *-слабая сходимость обладает следующим свойством: 
если /[„ -> Г слабо, то 


т 2 | Д, | > НДИ. (22) 


Напомним следующие факты. 

Теорема 5. Если пространство Е рефлексивно, то из любой ограниченной 
в Е последовательности можно выбрать слабо сходящуюся. Если Е* сопря- 
жено сепарабельному банахову пространству, то из любой ограниченной 
в Е* последовательности можно выбрать +-слабо сходящуюся. 

Отметим, что пространства 2» (9). И’ (%) 10р (9). 1 <р <>, сепа- 
рабельны и рефлексивны. Рефлексивны также пространства 1, (0. |, Е), 
где В рефлексивно, 1 <р <=. 

Пространство /..([0, Т |, Е”) сопряжено к Ё,([0, Т], Е), и если Е сена- 
рабельно, то /,([0, Г], Е) также сепарабельно. Таким образом, к указан. 
ным прос гинствам применима теорема 5. 

На р:флексивных банаховых пространствах Ё будем рассматривг: + 
как то::ологию, порожденную нормой; так и слабую топологик, порож- 
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денную слабой сходимостью. Пространство ЕЁ, снабженное слабой тополо- 
гией, будем обозначать через Ё,,. 

Как известно, база слабой топологии состоит из множеств ((Х, Ли, Аз), 
где ЕЁ”, Л,,^. ЄК, 


О(КА,, Л: ) = {(иЄЕ: А; <(Ги)<х.}. 


Еше раз подчеркнем, что слабая топология будет использоваться только 
на рефлексивных пространствах, а +-слабая топология — и на пространст- 
вах, сопряженных к сепарабельным. 

Напомним, что топология в Е„ порождается слабой сходимостью в Ё 
следующим образом. Замыканием [Х] „вЕ,, множества ХС Ё 
называется множество всех таких точек х Є Ё, что существует последо- 
вательность {х„}, такая, что хи - х слабо в Е. Замкнутыми множествами 
в Е» являются те множества Х, для которых [Л] „ = Х, открытыми - 
такие, что [Е\Х] „= Е\Х. 

Определенная таким образом топология на рефлексивном пространст- 
ве Ё совпадает с топологией, порождаемой базой О(/, Х,,А,). 

Напомним, что множество ХС 20, где О — топологическое пространство, 
называется предкомпактом, если из каждой последовательности 
{х„} С Х можно выбрать подпоследовательность {х„,}, сходящуюся 


к некоторому элементу х Е Ш. Если предкомпакт Х замкнут в О, то пре- 


дельная точка любой последовательности {х„}С Х принадлежит О. Тог- 
ла Х называется компактом. 

В тех случаях, когда это не может привести к недоразумениям, будем 
часто предкомнактные множества называть компактными. 

Отметим, что согласно теореме Шмульяна—Эберлейна, если Х — ком- 
пэкт в ЕЁ» ИЕ рефлексивно, то Х является бикомпактом в слабой тополо- 
гии Е,,, т.е. из любого покрытия Х открытыми в Ё„ множествами можно 
выбрать конечное подлокрытие. 

В дальнейшем нам будут встречаться примеры, когда решение эволю- 
ционного уравнения удается найти в пространстве 1, ([0, Т}, Е), где Е — 
некоторое банахово пространство, а д,“ Є 1, ([0, Т], Ё); где Ро — дру- 
гое (обычно более широкое, чем Е) просгранство. Возникает вопрос о том, 
как понимать и(/) при фиксированном { Є [0, Т]. В этой ситуации по- 
лезна 

Теорема 6. Пусть Ео и Е, — банаховы пространства, Е, С Ез, вложение 
непрерывно и Е, рефлексивно. Пусть и Е І. (10, Г], Е), причем и() Е Е, 
уг Е [0, Т], и УфевБо (и(1),ф)- непрерывная функция от: Є [0,Т] 
(г.е. и(г) слабо непрерывна на [0, Т] в Е, по г). Тогдаи() ЄЕ, гє (0, Т] 
ии (1) слабо непрерывна на [0, Т] в Е, пот. 

Доказательство см. в работе Лионса, Мадженеса [1, гл. 3, лемма 8.1]. 

Замечание 1. Если ди Е Гр, ([0, Т], Е), р, > 1, то иЕ 
© С(10, Т], Во) (после, быть может, исправления на множестве меры нуль 
и [0, 7]). Поэтому в силу тсоремы 6, если кроме того и Е [..([0, Т], Е), 
і: рефлексивно и Е С Е, то и(1) Е Е однозначно определено при каждом 
гс [0,7]. 

Помимо пространств /. ([0, Т], Е) и С([0, Т], Е) будут иногда ис- 


пользоваться пространства функций и(ї, х) вида Н 2:0, ТХ 9) 
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и С'.2 (|0, Т] Х 9). Функции из этих пространств имеют гладкость по- 
рядка / по Ги 2Г по х. А именно, если и(ї, х) ЄН?! то деи Є 
61,010, Т]Х 9) при 0 <А<[и ЭбиЕГ, ([0, Г] Х 9) при |&| < 21, А если 
иЄ С" ?!, то дгиЕ С({0, Т] Х 9) при К <1и ди Є С([0, Т] Х 9) при 
[а{ < 21. Аналогично вводятся пространства Н? и СЪ?! с нецелыми 
1 > 0, при этом, кроме ограниченности производных по ѓ и х, требуется 
конечность норм вида (13) или (2) по Е порядка [, апо х — порядка 21. 

Если Е, и Ё, — два функциональных банаховых пространства с норма- 
ми |: Е, и 1-05, то на пересечении Е; = Ё, П Е, этих пространств (со- 
стоящем. из элементов, принадлежащих как ЁЕ\, так и Е,) норма опре- 
деляется формулой |и Пк, = и Пе, + Пи|е,. Будем говорить, что мно- 
жество ограничено в ЕЁ, ПЕ., если оно лежит в Ё, ПЕ) и ограничено как 
вЁ,, так ив Ё. 

В дальненшем часто будут использоваться некоторые известные нера- 
венства. Здесь приведем те, которые будут встречаться нзиболее часто. 

1. Неравенство Юнга. Пустьа, БЄК,, р2 1, Шр’=1- 1р. 
Тогда 


аъ <а?/р +Ъ? |р". " | (23) 
Часто будет использоваться неравенство, получающееся из (23) после за- 
мены 46 = {а(єр)!!? | [(єр) /? ] (е>0): 

аЬ < ва? + С.ЬР’, С, = (єр)? /р'. (24) 
Особенно часто встречается случай р = 2: 

аЬ < єа? +? [4е. 


2. Неравенство Гельдера. Пустъьр Є ЕЁ, (= 1,..., Ж), 
Ир, +...+ УИ/Рк = 1. Тогда 
к р 1/Р1 
Ј1и,6).. н) < П (шк). (25) 
п і=1 О 
„В частном случае К = 2 неравенство (25) можно записать в виде 
Низ ма Нот < По, Во, ри: По,р’, Р21, Пр+ 1р = 1, (26) 
[иу иә По, < < [| ма Йо, ра | и? Но, р'а: 


3. Неравенство Гронуолла. Пусть у(1) и а(Г) – неотрица- 
тельные функции, а ЕЁ, ([70, , |), и пусть выполнено неравенство 


| 
ус) < С+ / у(ѕ)а(ѕ) 4, 5 <18б4, (27) 
10 
где С — константа. Тогда при &% << 
г. | 
У(Е) < Сехр Га($) дз. (28) 
А | 


В час": ити. если С=0,тоу=0 УЁ@ [4, 1; ]. 
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ув умную Ао, 1 |), У? 0, и выполнено неравенство 
у < а(г)у +һ.(0), 09) 
гдеа,ћ, Є С([20, 7, ]), 420, А, 20. Тогда 


ғ { . 
У(1) < (у() + Ј А, (т) ат )ехр а(туат. (30) 
Если справедливо неравенство | 
у() +7у(0 < 1. (0, (31) 
где у > 0, то 
, | 
У(#) < Ге 70 Әһ, (г) т +у(0)е"". (32) 
о 


В частности, если й, (г) = С, то 

у() < Су! (1 -е77') +у(0)ет?". (33) 

При изучении нелинейных уравнений часто будем: пользоваться свойст- 
вами отображений вида и > / (и) в пространствах Ё ›(8). 

Пусть Ј (х, м) — измеримая функция, определенная при хЄ О, иЄ В”, 
1: ОХЕ” + К", Эта функция порождает отображение 

Е: и(х) -> (х, и(х)), (34) 
действующее на функциях, определенных на ©. (В дальнейшем часто будут 


использоваться свойства этого отображения, которые описаны в следуюших 
прелложениях.) 


Предложение 2, Лусть выполнена оценка 
(х, и) 1 < (Хх) + Са +1 Г), (35) 


где о Е 1р, (2), р 21, и пусть гро <р. Тогда отображение Е, опреде- 
ляемое посредством (34), ограничено из Ё„ (З) в1 (9): 


Ри) Юр, «С. +0015), | (26) 


Доказательство. В силу (35) и определения (6) 
(и) ор, < 1 Р(х) Пор, +С 1 В ро +СИ и [оро < 


<с'+С( 7 [и Ро ах)! /Ро = С'+С ћи № рун. (37) 
п | 
Гели $ ограничена, то 
По 16р < С(Я) Ти Юр’ при Ї<р<р, ЕР, (9), (38) 


где С(Я) = (тез 0) Р-Н’. Действительно, в силу неравенства Гельдера 
По о р= оо р ИЕ № ра По № раг 


где д =р/р, 4 =р (р ~ р). Отсюда следует (38). Из неравенств (37) и 
(38), 1дер= гру ир’ =р,, получаем (36) в 
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Предложение 3. Если ‘функция ] (х, и), иЕ В", дифференцируема по 
и УХЕ О и для матрицы Ї' ее производных по и выполнена оценка 


р, и) «СИ +101), р20, (39) 
а Г(х, 0) ЕЁ р, (9), то оператор Е, определенный формулой (34), непрг- 
рывен из (Гр, (9))" в (Ёр, (9))" при ро(р+ 1) «ра, причем для и), 
из Є 1. р,(%) справедливо неравенство 

1 А(и,) – Е(и,) о р, < С; іи, — И? По, р, (1 + и, 10, р, + 7А Пор, № 

(40) 

где р > ро ирз = ррор,1 (2 — ро). Кроме того, при о Є (1, (9))", ие 
Є (1, (9))” | 

оо №, р, С, То Юр, (1+1 ор, )- | | (41) 


Доказательство. В силу (34) 


і 
(из Хх) — Е(из) о) = 1 до Гб, из (х) +8 (иә (х) — и, (х))) 48 1= 
" о 


У '(х, и +0 (из – из) (и (х) – м, (х)) 401 < 


М. 


<с/ (1 +10, (х) 19 +0(11> (х) 1+1 (хә) 1)? ) 12) — и) 140 < 
м 


} 
— 


о —.. 


< С, іи, (х) - м (х) а +1 УР + 01и (х) 17). 


Возведя это неравенство в стенень ро, интегрируя по О и пользуясь нера: 
венством Гельдера с показателями 9 = р. 9 =рР2/(р. — Ро), получаем 
(40). Неравенство (41) выводится аналогично м 

Предложение 4. Пусть функция } (х, и) дифферсицируема по и и матрица 
[’ее производных по и удовлетворяет условию Гельдера с показателем 
а> 0: 


О, и) Ў (мо) «Си фи ба № +0 02), (42) 


Убх, 0)Є Ір, Г’, 0) ЕЁр,, 1р + При < Про. Если (о +а + Про «рл, 
то отображение Г, определяемое посредством (34), дифференцируемо по 
Фреше из (1. (9))" в (1 (9))" и его дифферснциал Е ' (и) о задается 
формулой 

Еу х) = (х и) ©) УхЕЗ. (43) 


Если Пра + 11р <р, где р > ро, то справедлива оценка (41) нормы 


дифференциала Е, где рз = (р+ о) рор,1 (> – Ро). Для дифференциала 
Е ' имеется оценка константы Гельдера 


(ЕР (и, К’) Юр, & 
«Ср, из = из 9 „а На №), (441 
Ур; 2 {1 +а) ро ирз = ррьр (рз - (1 +а)ро). 
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(42), где, =и, из =0, 
(х, до 11 '(х, 0) 1 о + Си а + 1и 2). (45) 


Поэтому в силу неравенства Гельдера имеем 
Ро р, «1770, 9) 10р, ПОЙ рс + | 
+С, 101 + и Ри [А Е рс о юра › (46) 


где 4 = р/р и 114 =1- 14 = 1 – роір. Очевидно, род’ = рро/ (рз — Ро). 
Так как род «рл, то первое слагаемое в правой части (46) оценивается 
через С їо 10р, . Так как 1 и] “(1+ 10|?) <С(1+ 10178), то второе 
слагаемое в (46) оценивается через 
| р+а р+а 

С,(1 + Гы | [о,р,9 210 р, < С2(1+ фи По рд (р+а)) 19 їо 0,р, ' (47) 
Очевидно, ря (р+ а) = (о+ а) ргро/ (р — ро) = рз. Поэтому и в силу(38) 


правая часть (46) оценивастся сверху через правую часть (41), и неравенст- 
во (41) доказано, 


Докажем (44). Из неравенств (42) и (41) получаем пири помощи не- 
равенства Гельдера 


Еи) – Еи, ))о ор. <С | и, — и Р (1 + и, [2 + [и 1?) 10] 0 р,& 


а 


где 1/4; + 1/4; + 1/43 = 1. В качестве показателей 4; и 42 возьмем а: = 
= р, (ар), 42 = рро (очевидно, 1/41 + 4з < 1). Число дз = (1 – 1/9: – 


— 1/92) 2 = (1 — @ +о) р/р) ". Так как рродз = ррор,/ (р, — (1 + а)ро) = 
= р, то из соотношения (48) следует (44). 


Докажем теперь, что Е” (и), определенный формулой (43), является 
дифференциалом Фреше оператора Ё, заданного формулой (34). Возьмем 


Рр= 1Е(и+о) -Е(и) - Еи) о юр, и докажем, что это выражение — 
порядка [и 1 о при Ёо ор, #0. Действительно, согласно (42), 
‚Ра 


1 
р=!/ 8, Р(и +680) 48 Е (и) о | ор, = 
о 4 


те 


= фу 1 (и +6ви)о – Е(и) о] а0 ор, < 
о . Ро 


, | 
< Еи +0 уо- Е (и)оі р, ав. (49) 
б 


Воспользовавшись (44), где иг = и+ Во, и =ч, р, =рз = р; = (р+а +1)р, 
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получаем из (49) 
(и +0) -Е(и)- Рио 1 Ор, < 


1 
+1 р р 
<<] 9 їой р, (1 + [и +510 р, + Пи 10р.) < 


<С (1+ (Ли 10р, + Ло То, р, )^ + би, ‚). (50) 


Из этого неравенства следует, что Е" (и) —  ифференциал Фреше операто- 
раЁ № 


2. ПОЛУГРУППЫ ОПЕРАТОРОВ. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 


Рассматриваются полугруппы операторов {5,}, действующие на мно- 
жестве Е, принадлежащем некоторому функциональному пространству. 

Определение 1. Полугруппой операторов {5,,г ЕВ,} = 
= {5,}, действующей на множестверк, будем называть семейст- 
во отображений (операторов) 5,: Е -> Е, зависящих от параметра г 2 0, 
удовлетворяющих полугрупповому тождеству | 

509: = 5;+т  Ут20 | (1) 


< 


и условию $, = / при Г = 0. (Здесь и далее / обозначает тождественный опе- 
ратор). В случае, когда 5; определены при всех? Е Ки (1) выполнено УГ, 
т Є К, будем называть {5, } груипой операторов. 

Весьма часто будут рассматриваться полугруппы операторов { 5, }, задан- 
ных на банаховом пространстве ЁР, т.е. когда множество Е совпадает с 


Е:Е= Е. Эти полугруппы {5,} часто порождаются эволюционными уравне- 
ниями вида 


д,и = Аи, (2) 


где А — оператор, определенный на некотором банаховом пространстве Ё, 
и отображающий его в некоторое банахово пространство Ро. Приведем 
типичную схему, по которой уравнению вида (2) сопоставляется полугрупиа 
{5,} на рефлексивном банаховом пространстве Г. Эта схема включает три 
этапа: 

1. При произвольном векторе из Є Г и произвольном Т > 0 доказы- 
вается теорема существования решения уравнения (2) с начальным усло- 
вием 


и\,-о = 10. (3) 


Решение отыскивается в классе И = И(Т) функций, удовлетворяющих ус- 
ловиям иЕЁ.. ([0, 7], Р) ииЕе Ё,([0,Т],Ё,),где А, — банахово прост- 
ранство, на котором определен опегатор А, 1 < р«о, чие 1. ([0,Т],Го), 
1 <а4 < ®. При этом обычно Е СЕ С ХА, причем все вложения всюду 
плотны. Уравнение (2) в указанной ситуации понимается как равенсгво 
между злементами Ро, справедливое при почти всех г. (В конкретных 
примерах удобно брать в качестве Ро достаточно широкий класс функций, 
так как расширение ЁРь не приносит никаких неудобств, а облегчает выпол- 
нение требований 4иЄ Ру, д,иЕ ЁҒ.) 
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Так как РЁ предполагается рефлексивным, то в силу теоремы 1.6 и(г) ЕР 
У: Е [0, 7] и, в частности, имеет смысл (3). 


2. Доказывастся теорема о единственности решения задачи (2), (3) в 
рассматриваемом классе И (Т) решений. Из единственности решения сле- 
дует, что решения задачи (2), (3), построенные в И (Т,) и И (Т,) на отрез- 
ках (0, Т,] и [0, 7,], 7, > Т,, совпадают на [0, Т,].Так как Т> 0 про- 
извольно, то устремляя Т к +9, получаем единственное решение и (1), 
определенное при Є К,. 

3. Операторы 5,: Е >Р, порождаемые уравнением (2), определяются 
следующим образом: каждому элементу мо Є Р пространства Е сопостав- 
ляется решение и(г), г Є К,, задачи (2), (3) ‘и для каждогот Є К, одно- 
значно определен элемент и (т) пространства Ё. Таким образом, формулой 


5,:и Н=о Их, (4) 


где и — решение (2), определено семейство операторов {5,,7 Є К, ), 
5: Е э Е. Докажем, что эти операторы образуют полугруппу. Пусть оь Е 
Є Е, и, =5.цо,т > О, 02 = 5, туо. Очевидно, оо, и, ио: являются значе- 
ниями решения и Е И (т + Т) при г =0, Е = тиг = т + Т соответственно. 
Рассмотрим теперь функцию и; (1) = и(г + т), г Є (0, Т]. Так каки Є 
Є УСТ + т), то и, Є И(Т). Очевидно, и, (1) — решение (2). Очевидно, 
также, что и; |, = о 20), и; |, =т= 02, т.е. в силу определения {5,} и. = 
= $5.01. Итак, 5т5,00 = 5 т+т0о и полугрупповое свойство (1) доказано. 

В дальнейшем изложении при рассмотрении конкретных уравнений 
вида (2) будем только формулировать (и иногда доказывать) соответ- 
ствующие теоремы существования и единственности и указывать прост- 
ранство, в котором действует полугрупиа {5,}. В дальнейшем предпола- 
гастся, что операгоры 5, определяются формулой (4). 

Как уже отмечалось, в различных примерах в качестве множества Е, 
на котором рассматривается полугруппа, часто берется все пространство 
РГ, т.е. Е = Е. Во многих случаях за Е берется пространство болес гладких 
функций, удовлетворяющих некоторым граничным условиям (см., напри- 
мер, (7.7) в разд. Г. 7). В последующих главах будут часто рассматри- 
ваться случаи, когда множество Ёимеег вид Е = {и ЕЁ: Ф(и) <С}, где 
Ф — некоторый функционал на банаховом пространстве РГ. 

Приведем теперь определения понятий и обозначения, которыми будем 
пользоваться при описании свойств полугрупп, порожденных конкрет- 
ными урзвнениями вида (2). Так как полугруппы, соответствующие рзз- 
личным уравнениям, действуют в различных пространствах, то будем упот- 
реблять достаточно общую терминологию. 

В приложениях множество Ё, на котором действуст полугрупна, будет 
подмножеством некоторого функционального пространства Н, Е С Н. 
Это пространство / содержит различные подпространства 2`, которые, как 
правило, состоят из функций из Я с конечной нормой |: 1; функциональ- 
ного подпросгранства А, Относи:ельно нормы |: ! пополнение простран- 
ства /" являстся банаховым пространством. 

Пусть Ё -- нормированное пространство, причем Ё С Н. Через 2 (Е) = 
= %$(Г) обозначается совокупносгь подмножеств В множества Е, В С Е, 
ограниченных в Г’. Рассмотрим следующую ситуацию, которая будет часто 
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встречаться в приложениях. Пусть Ғ,, Ё, С Я, Е, и Е, — нормированные 
пространства, и пусть на множестве Ё действует полугруппа {5,}. 

Определение 2. Будем говорить, что полугруппа {5,} (Р,,ЕР.)- 
ограничена при 2 0 (соответственно ѓ > 0), если 5,8 Є %(Е,) 
УВЕ %(Ё,) и У! > 0 (соответственно Уг > 0). Полугруппу {5,} назо- 
вем равномерно по Е (Р,, Е,) ограниченной, если УВЕ 
Е ®(Р,) ЧВ, Е 8(Е,), такое, что 5,В С В, У! > 0. 

Полугруппа {5,) равномерно (Р,, Р.)-ограничена при конечных Г, 
если УГ>биУ\УДВ, Е %([,) ЗВ, Е %(ЁР,), такое, что 5,В, СВ, УЕ 
Є [0,7]. 

Определение 3. Пусть Ё С Я — нормированное пространство и полугруп- 
па (5,} действуст на множестве Е С Н. Множество Ву С Н называется 
Емоглощающим, если УВЕ %(Г) ЯТ > 0, такое, что 5,В С В, 
У: > Т. 

Предложение 1. Пусть множество Во Е›-поглощающее для {5,} и пусть 
{5,} (Р, Е.) ограничена при г > 0. Тогда множество В; = 5,В (5, = 
=5: 1 =1) Ё поглощающее. 

Доказательство очевидно. 

Предложение 2. Пусть Ру, Е.Е, С Н ~ нормированные пространства, 
пусть множество Во Е, поглощающее, Во ограничено в Ё. Пусть полу- 
группа {5,} (Е.,Ез) ограничена при # > 0. Тогда множество В, =5,Во 
будет Е! -поглощающим множеством, ограниченным в Ез. 

Доказательство. Множество В, =5,Во ограничено в Р.,так как 
Во ограничено в Р., а {5,) (Е,, Ез) ограничена. Докажем, что это мно- 
жество Р; -поглощающее. Пусть В С ®(Е,).Тогда при г > Т 5,8 С Во. 
Следовательно, 5,;+1 В С 5, Во, и поэтому 5,8 С В; при 2 Т+1 ЕТ, № 

Предложение 3. Пусть Е, С Е, и вложение непрерывно. Пусть полугруп- 
па {5,} (ЁЕ\1, Е!) ограничена равномерно по г 2 0, (Е, Е) ограничена 
равномерно при конечных Ги (Е,, Е. )-ограничена при г > 0. Тогда {5,} 
равномерно (Е, , Е) ограничена при г 2 0. 

Докзэзательство. Пусть ВЕ Э(Е,). Тогда В Є %(Р,), ив 
силу равномерной по г > 0 (Р,, Е,) ограниченности {5,) 5,8 СВ, Є 
Є 3(Е,) Уг > 0. В силу (Ра, Е) ограниченности 5, при г > 0 В. = 
= 5,В, Е %(Р.). Поэтому 5,5,8 С 5,8, = В, Үг 2 0 или 5,8 С В, 
Ут > 1. В силу равномерной (1, Е.) ограниченности {5 , } при конечных { 
5.В СВ, Е %(Ё,) Уге [0, 1].Таким образом, 5,8 С 8, О Вз УЕ? 0. 
Так как В. о В, = В. Є ®(Г,), то равномерная по г > 0 (Ё, 1) огра- 
ниченность {5,} доказана № 

В приложениях полугруппы {5,} обладают различными свойствами 
непрерывности. Часто будет встречаться следующая ситуация. Множество 
Е, на котором действует полугруппа, является подмножеством некоторого 
топологического пространства О,, Е С Р,. В множссгве Е имеется под- 
множество П, , являющееся топологическим пространством, 0, С Е. 

Определение 4. Полугрупиа {(5,} называется (0,, 2,) -непрерыв:- 
ной при г> 0 (соответственно при г 2 0), если операторы 5; отобра. 
жают при каждом ѓ > 0 (соответственно при ѓ > 0) Евр, н непрерывны 
из Е 7 П, , снабженного топологией Э, ,в 2. 

Заметим, что в приложениях чаще всего в качестве пространств Э; н 
р. будем брать пересечения банаховых пространств ЕР, и Е, СЕ: В, = 


23 


= а-а 


= Е ЧЕ, ВБ, = Е, ПЕ. В этом случае для краткости вместо (РЕ, П Ё, 
Е. П Е)-непрерывности будем говорить о (Р., Ё›)-непрерывности. Если 
в качестве О, взято, например, пространство КЁ», снабженное слабой то- 
пологией, т.е. 2; =Е›„, ар, =Р, ПЕ, то вместо (Е, ПЕ, Е, ПЕ)-не- 
прерывности, будем говорить о (Е, , Ё, ,„)-непрерывности. 

Определение 5. Если Г — банахово пространство и { 5, }, 5,: Е > Е – 
полугруппа, то { 5; } называстся равномерно непрерывной, 
если УТ>0, УВЕЗ (Г) иУує>0 165 >0, такое, что при и, У Є В, 
Пи -с[: <6 УЕЕ [0, Т] выполнено неравенство _ 


И5:и — 5,01 < 5. 


Предложение 4. Лусть Е, Ё, — банаховы пространства, Е, С Е, вложе- 
ние непрерывно и Е, рефлексивно. Пусть полугруппа {5,} действует 
в Е, и эта полугруппа (Е, Е› )-ограничена при 1 > 0. Тогда справедливы 
утверждения: 

1) Если {5,} (Е!, Е,)-непрерывна при # > 0, то {5,} (Ел, Ез)-не. 
прерывна при {> 0. | | 

2) Если {5,} (Еу, Еуу)-непрерывна при г > 0, то {5,} (Е,„, Еъъ)- 
непрерывна при ї > 0. 

Доказательство. 1) Еслици, ив Ё и! > 0, то 5,и, > 5и 
в Е;, последовательность {5,и„ } ограничена в Е›. Из любой подпоследо- 
вательности {5,0} можно выбрать слабо сходящуюся в Е, причем ее 
предел совпадает с 5;и как элемент Е; , а следовательно, $,и, у 5 ,и слабо 
в Е; п. | доказан, п. 2 доказывает аналогично в 


3. ПОСТРОЕНИЕ ПОЛУГРУППЫ, 
ПОРОЖДАЕМОЙ ПАРАБОЛИЧЕСКИМ УРАВНЕНИЕМ 
С МОНОТОННОЙ ГЛАВНОЙ ЧАСТЬЮ 


В настоящем и в следующем разделах изучаются параболические урав- 
нения с монотонной главной частью. Разрешимость основных краевых за- 
дач для таких уравнений была доказана М.И. Вишиком [1]. Изучению та- 
ких уравнений посвящены работы Браудера, Лионса, Дубинского, Бре- 
зиса, Скрыпника и других авторов (см. обзоры и монографии Дубинско- 
го [1, 2}, Лнонса [1], Брезиса [1], Скрыпника (1]). Для простоты ограни- 
чимся случаем уравнений второго порядка, хотя все рассмотрения пере- 
носятся на параболические уравнения порядка 2т. 

Рассмотрим в области Я С В" уравнение 


д:и = Аи, Аи = Аи+Аи+Аи+р, иво = 0, (1) 
где 
п 

Аи = —Х д;а, (и), (2) 
= 1 

Аи = Х(и) › (3) 
п п 

Ази = х 2,060) и) + Х Ы (х)ди +0(х)и – Хи, (4) 

і = 1 і= 1 
л> о 


Здесь а: ($) ‚$ Е В” — функции класса С?(В”) , удовлетворяющие условиям 


У ауы > НЕ, и’ > 0, арб) = 24/8, 


і, 1 = 
5 

Газ < Са +1: -2). © 

Кроме того, предполагается, что 
п . 

м.) > $ аи > вок", во 0, р, > 2. (6) 
Пусть функция /(и) Е С'(К) и удовлетворяет условиям | 

Хи) > 0, | (7) 

нии Ро +С|и| > (и) -и > пои |Р, (8) 
где Ро> 2. 


Заметим, что, поскольку в выражении (4) для оператора 4; имеется 
сколь угодно большое слагаемое —Хи, Ѓ (и) иногда можно заменить на 
(и) + Хи так, чтобы условия (7) и (8) выполнялись. Тогда, очевидно, 
Ави = (и) + Хи, а в операторе А, член Хи следует заменить на 
— (А+), ди. 

Предполагается, что функция & (х) в (1) принадлежит 2 (@), гдеа>1, 
а также преднолагается 


или 1/9 + 1/ро < 1, или 1/9+ Ир, — л < 1. (3) 


Пусть коэффициенты линейного оператора Ази удовлетворяют следую. 
щим условиям: Ь(х), В; (х) 2.00), Вх) Е С'(9), 


Б. = д, Хх); 20 УЁЕ В". (10) 


Таким образом, члены второго порядка оператора А, образуют неотрипа- 
тельный оператор, причем допускаются любыеего вырождения. 
Введем следующие обозначения: 


Ио = р, ($), | = Ир, .0(9), Н = 1,(9). (10') 


Через || и Ни, будем обозначать || Уи |10,р . (Отметим, что ||: [у экви. 
валентна норме Ир, ‚ в силу нулевых граничных условий (1).) Обозначим 
через Гои И; пространства, сопряженные к Ги И; соответственно, Эти 
пространства при помощи скалярного произведения в Н отождествляют. 
ся с подпространствами пространства обобщенных функций (Со )”. Как 
известно, (/.р,(9))‘ = Ёр, (9), Про 4 Про = 1. Так как в силу теоремь: 
вложения Соболева Ир, (9) = И, С Ёр(@), где Ир = Ир, – ИМ, то 
Ито 1.09), где удовлетворяет (9). 


Сформулируем теперь свойства операторов А, Ао и 42, которые нам 
понадобятся в дальнейшем. 


. ме 


\Случай 1 < р, < 2 исследуется аналогично, но требует несколько иных выкладок. 
Для краткости не рассматривастся. 


Предложение 1.1) ЕслииЕ У, го АлиЕ И, причем оператор А ; ограни- 
чениз У, в Г; и 


{ Али, и) > рои). | (11) 
2) Если ио Є Го, то Дои Є Го, причем Аз ограничен из Тов Уо к 
(Аоц, и) > рои Ну. (12). 
3) Если и, ЕТ, , то 
(А; и-Ауу,и- 0) > 0. и (13) 
‚ 4) Если и, оЄ Го, то 
«Дои – Аор, и-и) > 0. | (14) 


Доказательство. 1) ПустъиЕ У,  фЕСь (9). Согласно опре- 
делению обобщенной производной, 


— (Эа (Уи), Ф) = (а (Фи), д. (15) 


Как известно, норма элемента / в пространстве И”, сопряженном к про- 
странству Г, определяется по формуле 


Пу = ѕор 1 «У ИПфИу, ФЕ О, ф+*0}, (15') 
где О — множество, всюду плотное в Г. Для оценки || 9:4; (Уи) [и * возьмем 
О= Со (О), У = У, и оценим сверху правую часть (15): 

9;а, (9и), Ф) < 1 [а;(Уи)| > 18,014 < о (ўи) ар, | дира . 
Учитывая (5), (6), имеем 

[а уи)?" < СЕ +1 Уи |): ПР = Ср +1 Уи +. 


> 


Таким образом, || д,а:(Ұи) у < С, (1 +Пи|у, }?: и отображение А; 
ограничено из Г, в ИТ. Докажем теперь неравенство (11). Еслирфе Со (Я), 
то 


И 

(Ази, р) = Г Х а, (Чи) - дфах. (16) 
яр=1 

Если фу тив И,, то др >дивЁ р (<). Так как предельный переход воз- 

можен в обеих частях (16), то (16) справедливо при у = и. Воспользо- 

вавшись условнем (6), получаем (11), и н. 1 предложения 1 доказан. 


Аналогично, но проще, доказывается п. 2. 
Докажем п. 3. Согласно (16), 


п 
{Али — Али,ф) = ј Х (а (Уи) – а: (0) д;рах. (17) 
Пі= 1 
Справедливо тождество 
па 
а;($›) – а ($: ) = Ј Ути а (+106 – $)) = 


да; (1 +265 — 6) 


Эр С – 891. (18) 


| п 
= | $ 
0 ј=1 
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Если и иро Є Со, то положив ф = и - в и воспользовавшись для оценки 
снизу правой части (17) формулой (18) и условием (5), получаем (13) 
для гладких и и и. Переходя к пределу, выводим (13) для всех 
и, оЄ Г, ‚ип. 3 доказан. Пункт 4 доказывается аналогично м 

Теорема 1. При сформулированных выше условиях на операторы Ау, 
Ао, 4з и на функцию & (х) задача (1) имеет решение и (х, #), принадлежа- 
щее классу О = І. (Н) ПІ (И) П Гр (То) (как обычно, 1,(Е) = 
= 1010,7], Е)) и удовлетворяющее начальному условию 


и11=0 = ио, цо ЄН. (19) 

Производная д,и решения и Є О уравнения (1) представляется в виде 

ди = 1; +12 +13 +5, (20) 
где 


п: Є1,, (7), п ЕЁ. (Уз), пз ЕЕ» (Н`*) СІ, (71), р> 2, (21) 
8 Є 169), 


& — то же, что в (1). 

Решение задачи (1), (19) ‚ принадлежащее О, единственно. 

Доказательство. Еслии Є ЏО, то формула (20) очевидна; т; = 
= -Аци, 12 = -Аои и ту = -А2и. Включения (21) следуют из свойств 
ограниченности операторов 4,, 4и А, ииз (4). 

Доказательство существования в теореме | состоит из нескольких 
этапов, которые ниже излагаются. 

На первом этапе задаче (1), (19). сопоставляется конечномерная систе- 
ма Галеркина, аппроксимирующая задачу (1), (19). На втором этапе 
выводятся априорные оценки решений им (Е, х) этих систем, равномерные 
по №, 

На третьем этапе из {им} выбирается подпоследовательность, сходящая- 
ся в определенном слабом смысле к некоторой функции и Є (. Наконец, 
на четвертом этапс доказывается, что и является решением (1), (19). 

1. Система Галеркина. Введем сначала базис (0; } в просгранст- 
ве Н, состоящий из функций е; Є Но(Я@} = Но, где $ постаточно велико. 
Возьмем з > 0 настолько большим, чтобы Нё С И,, НЗ С Г. НЕС СЦО). 
Как известно, вложение Но С Н вполне непрерывно. Скалярное произведс- 
ние в Н порождает на Ну билинейную форму (и, о), которая представляет- 
ся в виде (и, о )о = (Гы, о), где {,)ои&,); — скалярные произведения в Н 
и Но соответственно, а Ё — некоторый самосопряженный оператор. Из 
компактности вложения Но С Л следует, что оператор Ё вполне непреры- 
вен. Оператор / обладает полной системой собственных векторов 
{е;, Е №. Эти векторы ортонормированы в Н и ортогональны в Но. 
Через Ём обозначим подиространство [е;,..., ем] с базисом из векторов 
е\,..., еү,а через П у — ортогональный в Н проектор на это подпростран- 
ство. Этот же проектор будет ортогональным проекгором на Ем ив В. 

Системой Галеркина порядка М, соответствую- 
щей задаче (1), (19), назовем конечномерную систему обыкновенных 
дифференциальных уравнений относительно вектора им (1) Є Ем: 


дли» = - Пу Аим, (22) 
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им |1=о = иом, ГДе иом -+ ио в Н при М - о (23) 
(например, иом = Пмио). 
Заметим прежде всего, что проектор П у действует по формуле 


М 
Ими = (х (и, ез? е; ({,) = {, №). (24) 
= } 


Так как еу Є Нд, то П у продолжается по непрерывности на пространство 
(НХ) "°. Легко видеть, что норма Пу в просгранствах Нё, Ни (Н5)” равна 
единице. Так как Мо С Г. ПИ, ПЛ, то Гос (НЕ), УСОН)“, (Ні) = 
= Н С (Н%)*, и поэтому правая часть (22) определена при всех им Є 
Е У, ПУ, П Но. Заметим, что так как им = Уфуе,, где еу Є Нё С 
СС?(9), фу Є В, тов силу (2), (3), (4) функция Аим непрерывно диф- 
ференцируемо зависит от им в пространстве /. (0) и, следовательно, 
в Н. Таким образом, правая часть уравнения (22) ненрерывно дифферен- 
цирусма по им Е Ем. Воспользовавшись теоремой существования решс- 
_ ний системы обыкновенных дифференциальных уравнений, получаем, 
что система (22), (23) имеет решение иу (г), определенное на интерва- 
ле0<2< ща, 1мо > 0. ` 


2. Априорные оценки для им(ѓ). Умножим (22) на им(1) 
в Н. Так как прииу ЕЁм (Пут, иу) = (о, иу), имеем 


| 
5 д, (им, им ) = (длим, иу) = – < ПмАих, иу) = — (Аим, им). (25) 


В силу (10), учитывая граничное условие иі, р = 0, получим 
(А,ир, им ) = (Буды, д;и) + 
1 | 
+ 5 У Ла: (Ыим * им)ах — 2 У (д; Бим, им ) + (6 = Х) им, им) > 
і р 
> ([-^-—С(ин, ик) -С«& —– 5} д,Ь; +6. (25 ) 
і 


Воспользовавшись (11), (12) и (25'), выводим 
(Аим, им) > роћим Пу’ +роћим Пи — О +С) Пим Г — 
— НЕЙ Пом |. (26) 


} 
Очевидно, — (А + С) им 2 — йа Ним 2 (А +С) [им 12 -— 5 Пе 1? + 
1 
+ > Ни 12. При ро >> 2, 2 2 0 справедливо неравенство 


—ру2Ро +2? < Си; *КРо — 2) /(Ро- 2) = С., (27) 


где-С. зависит только от ро. Взяв Л, = А + С, па = цо/2, получаем из (26) 
и (27) 


] Мо 
—_ ‚12 — — 2 — Вид р 
(Аир, им) >. 5 || илм || 2 121 С. + 2 || им Ни + 


+ ро им НИ (28) 
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Воспользовавшись этими неравенствами для оценки сверху правой час- 
ти (25), получим дифференциальное неравенство 


д, Пим |? < — Пим Р +012 +2С.. 
Из этого неравенства следует оценка 
Ним (РИ < им (0) 12е +(1-е7') (18 +2С,), (29) 


из которой, в частности, заключаем, что решение им (г) уравнения (22) про- 
должается по Г на полуось 0 < Г < +оо, 


Проинтегрировав (25) по г от 0 дот «7, выводим, используя (26) 
и (29): 


[им (т) ||? + 260 / | им (Ву аг + 2 ро Л Ним (Пу аг < 


< Г (20 + С) Пим (ГР +2151 Ним (2) 10) + Пим (0)? < 


< Ним (О)? + С.Т. (30) 


Из оценок (29) и (30) получаем, что им ограничены равномерно по № в (. 
Заметим, что в силу ограниченности им в И и ограниченности операторов 
Аз, Ао и Аз, установленной в предложении 1 ‚ функции Аим (Е), Аоим(Е) 
и А2им(!) ограничены соответственно в Ёр (Ит ), Гр, (Г и Ё.(Н'). 


Поэтому все эти функции ограничены в (НУ ), гдер = тіп(ру,ро) > 1. 
В силу уравнения (22) получаем, что 


д:им ограничены в Ёр((Н#)*). (31) 


3. Выбор сходящихся подпоследовательностей иу. 
Пространство Ё о (Н) является сопряженным к сепарабельному пространст- 
ву 1,,(Н). Поэтому ограниченные множества в нем компактны в *-слабой 
топологии, и в силу ограниченпости последовательносги {им} из нге можно 
выбрать *-слабо сходящуюся к функции и(1) Е Ё. (Н) подноследова- 
тельность. 

Так как пространства /, ро(Ко) иРр(И,)} рефлексивны, то ограничен- 
ные множества в них слабо компактны. Поэтому из найденной подпосле- 
довательности можно выбрать подпоследовательность, слабо сходящую- 
ся в 2р, (Ио) и 2р (И :). Очевидно, она сходится к той же самой функ: 
ции и у 

Обобщенные производные по { функций из этой подпоследовательно- 
сти в силу (31) ограничены в Ёр ив силу рефлексивности эгого пространст- 
ва можно выбрать такую подпоследовательность, что д,иу(ѓ) слабо сходят. 
сявЁр(Н` °) к некоторой функции о, причем, как легко видеть, о = 0и. 
Функции Аим и Аоим ограничены в Ср’ (Ит) и 2 рът), поэтому можно 
выбрать такую подиоследовательность, что А:им > 11, Аойнм ? По слабо 
соответственно в Г, у (Ит ) иЁр (Ио). Обозначим через {и } подпоследо:- 


вательность, обладающую всеми указанными выше свойствами. Так как 


. ? 
дгит = д;и слабо в 1 (17°), зи» (0) эи, ви, тои,„ (г) = Гд.ит(т)ат + 
0 
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, . 
+ иһ (0) -> Јә,и(т)ат + ио при каждом ГЕ [0, Т] слабо в Н-*. В.силу 
о 


‚ограниченности и,„ (1) в Н ит (2) > и (г) слабо. в Н при т > о, Так как 
и(г) выражается с помощью интеграла от 9;и, то, очевидно, и(ѓ) >и, 
слабо в Н7° при г > +0. Поэтому и(г) удовлетворяет начальному усло. 
вию (19). Так как, согласно (30), ит (1) ограничены в Ёр, (И) ир, > 2, 
то им (1) ограничены в 22(НЫ” ‚), поэтому Азим (Е) ограничены в/,,(Н') 
и А,и,„ (1) Аи) в БЕН"). 

Отметим теперь, что в силу (22) 


(9,и,, е} ) = -— (Аи, е; ) = ( Аоит, е; )-Азит, еј )—(&, еј }. 
Переходя к пределу при т > ео, получаем (д;и, еј) = т — По — А2и – 
— #и, е), и, следовательно, в силу полноты {е;} | 

ди = т - по - Ази ~ 8. (32) 
Из этого равенства следует, что д:и равно сумме функций из /.„ (Ит), 
Гр. (Ис) и 22(Н”"). 


4. Доказательство равенства п + по = 4:и + Дои. Далее 
понадобится следующая формула интегрирования по частям: 


т т 
У (ды, 54 + ] (и, 8,0? = {м (т), о(т)) – (и (0), (0) ) (33) 
0 0 


при 0 <т «7. При этом предполагается, что и, и Є /„(И), дџи, ду Є 
ЄІ (И), ИУСНСЕҮ*, що е І. (Н). Действительно, для и, р Е 
Є СК) формула (33) очевидна. Если и Е С'(И), а, Е (И), 9,0 Є 
Е 1'(И), о Є І... (Н) (следовательно, Є С([0. Т|. Н»)), то форму- 
лу (33) получаем, приближая и функциями о, Є С'(И). Еще раз приме- 
няя этот прием приближения гладкими функциями по отношению к и, 
выводим (33) в общем случае. (Подробное рассмотрение в аналогичном 
случае см. Лионс, Мадженес |1] и Темам [1, с. 209].) 
Рассмотрим интеграл 


т 
0 
БЕГ, (И) 11, (Ко). (34) 


В силу (13) и (14) 65, 2 0. В силу (22), формулы (33), в которой и = 
= и-и (25), получаем 


т т 
]‹Азит + Аомт, Ит } 4! = ] (-0,и,„ – Азит +8, ит 4 = 
о о 


} т 
| чт (0) 12 — 2 | ит (т) ||? + Г Ху бит, дурит у + 


о | — 


| 
+ ((5 — 5 28,6, – Лит, иһ) + (8, ит )) 4. (35) 
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Поэтому в силу (35) :и (34) 


] 1 т 
ё» = 3 |а, (0) 1 — 5 | и (т) ЈС Б, дит, дит ) + 
о А 
т Т 
+((В – Л)ит, ит })4 + (ғ, и? – Аи +Аоит, о) аг – 
0 0 


т 
ра Г (Аль + Аоб, ит – 0) г, | (36) 


] 
где 8 = 5 > д, — Б. Так как из (т) ә и(т) в Н,,, а при переходе к сла- 


бому пределу норма не возрастаст, то 
іт Ним (2) 02 > Пи(т) Н?. 


Аналогично 
т Ф т 
іт іп / {У б; дит , д;/ињ ) ат > Ј (7; Вуди, д;и ) ат. А (36) 
о 0 


В последнем соотношении было использовано то, что квадратичное слагае- 


мое в подынтегральном выражении в силу (10) положительно опреде- 
1 
лено’. 


Заметим, что, согласно теореме 1.4, где Ёо = (Но), Е = Н, Е =И,, 


т т 
ия *ив1,(Н) по норме. Поэтому / ((В ~ А)ит, ит 1 > (В — Хи, и дат. 
0 0 


Отметим, что [иж (0) > Пи (0) || при т - ео, Кроме того, в членах в (36), 
в которых и» входит линейно, можно перейти к пределу при т > о, Поэ- 
тому „переходя к пределу в (36), получим 


НІ 1 т т 
— Ни) — — НЫ + (4а, н) аг + у (в, и) аг < 
2 2 0 0 


т 7 
< —Г(л, +10, 0) 41 – (А+ А, и –- 0) аг. (37) 
о о 


} 


Заметим теперь, что, согласно (33) ‚где о = и, и (32), 

} | т | 

5 Ни(т) 12 — 5 1400) |? = - ] {11 + По + А2и — $ и). (38) 
Из выражений (37) и!‹(38) выводим 


т 
Јо. + 10) (410 + Аоу), и - и) @ > 0 УЕ, (И) 21, (Ио). (39) 


«ъа 


з Без ограничения общности можно считать, что {и,„ } слабо сходится к пределу в 
предгильбертовом ‘пространстве со скалярным произведением, порождаемым праной 
частью (36’). Отсюда, очеви‘ ио, следует (36’). 


Возьмем о = и + бм, 120 > 0, мЄ 1 (И) П 2, (То). Тогда из (39 
получаем 


т . 
Г (ть +10 — (41 (и – 0%) + Аоки - 0%), м) дг > 0. (40) 
о 


. Заметим, что после интегрирования по частям выражения (А (и – ди’), м) 
и (Ао(и – дм), м) принимают вид 


2] а, (У (и — в») думах, ГУ — вм) · мах. 


Устремим 60 к 0. В силу оценок (6) и (8) подынтегральные выражения 
имеют мажоранты (зависящие отии м), лежащие в 1. ([0, Т| ХО) ине за 


висящие от 0 Є [0, 1]. Согласно теореме Лебега, в (40) возможен пре. 
дельный переход, и получаем 


т 
У +10) - (А1и +Аои), м) аг > 0 Ум. (41) 
о 


Поэтому Аи + Аои = 7 + По, и в силу (32) выводим, что и является 
решением уравнения (1). Таким образом, существование решения и Є 0 
задачи (1), (19) доказано. 


Докажем теперь единственность решения задачи (1), (19) из класса `0, 

Пусть и;, из Є И-— два решения уравнения (1) с начальными условиями 
и,{,-о = Чо, иі; =0 = Изо. Вычитая соответствующие уравнения (1), по- 
лучаем 

д:(и: — из) +А:и, — Али +Аои, — Аоиз +Ази, — Азиз = 0. (42) 


Так как и;, и Е 0, то для д;и = д, и, и д,и = д,из справедливы 
формулы (20), (21). Поэтому справедлива формула (33), где и = р = 
= ц, — из, Умножив (42) в Н на и, ~ из, проинтегрировав по Ё и вос 
пользовавшись (33), выводим 


1 
= пи - шо = - Ны: (0) –и,(0)1° — 


т т 
— 1 { Аи, — Аи, и, — и.) а! — 7 ((Чом: — Асм2) + 
0 


+ А. (и, –-и,), и, — из) аг. (43) 


При помощи оценок (13), (14), (25'), где им заменено на и; — из, и 
неравенства Гронуолла получаем 


|, (2) – м)? < 20+ С) и, (0) — и, (0). (44) 


Положив здесь и; (0) = и, (0), заключаем из этого неравенства, что и, (т) = 
=и2(т) Ут? 0, и сдинственность решения доказана = 
Из теоремы 1, в которой доказано существование и единственность ре- 
шения задачи (1), (19), обычным образом (см. разд. 2) следует существо- 
вание полугруппы {5,}, соответствующей урзвнению (1), 5;и (0) =и(®. 
Эта полугрупна действует в пространстве НЯ = 1, (0): 


5: НЭН, 120. (45) 


Свойства этой полугруппы будут описаны в следующем разделе. 
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4. СВОЙСТВА ПОЛУГРУППЫ ИЗ РАЗДЕЛА 3 


В этом разделе будут сформулированы и доказаны различные свойства 
непрерывности и ограниченности иолугруипы {5,}, соответствующей 
уравнению (3.1). Эти свойства сформулируем в теореме 1. Некоторые 
другие свойства ограниченности справедливы при донолнилельных пред: 
положениях, приведены в теореме 2. 

Теорема 1. Полугруппа {5,}, соответствующая уравнению (3.1), обла- 
дает следующими свойствами: 

1) (5$ (Н, Н)-ограничена при 1 2 0, Н = 1,(9). 

2) (5,) (Н, Н)-равномерно по 1 ограничена. 

3) Существует Н-поглощающее множество Во, ограниченное в Н. 

4) (5,} (И. Н)-равномерно непрерывна. 

5) {5,) (Н,., Н,,)-непрерывна. 

Доказательство. 1) Согласно доказательству теоремы 3.1, 


5,00 = и( = іт и„ (1) в Б, = (2,09), УЕ > О. (1) 


т — < 


Ф 


В силу (1.22) 
5,000 < Шо ме ии. — (2) 


Поэтому из (3.29) и (2) получаем, учитывая, что ии(0)-и(0) в Ж: 


15,0012 < ио Нет‘ +(1-е77) Пе? +2С,), 2063) 


где С. - та же константа, что ив (3.29). Из неравенства (3) сразу следует, 
что 5, отображаег ограниченные в Н множества В Є %(Н) в множества 
из 3 (Н) ‚ин. І доказан. 

2) Если В СЗ(Н), то В содержится в шаре Вр при достаточно боль- 
шом К. Из исравенства (3) следует, что 5,8 С В, УЕ > 0, где г? = В? + 
+ Их 1 + 2С. Поэтому полугрупиа (5,} равномерно по # (27, Н)-ограни- 
чена, ип. 2 доказан. 

3) Возьмем в качестве множества Во шар Вр, где В? = |е |? + 2С, +1. 
Согласно (3), если [[ и, | < ро, то при [> Т = 21р 5 шо Є Вр, поэтому 
множество Во — поглощающее, и н. 3 доказан. 

4) Пункт 4 сразу следует из неравенства (3.44). 

5) Пусть мон цо прил -* + е в Ну. Докажем, что ҮГ, 5, Мон > 5; Ио 
прил =» +оо в /7,,. Обозначим и, (2) = 5,0он. Дия м, (2) имеют место те же 
оценки, что и для галеркинских приближений им в разд. 3. Иоэгому для 
некоторой подпоследовательнасти {т} С {п} ин (1, } (в Ни}, 
О :<Т, 1 < Т, ограничена в пространстве И. Обозначив через 
100) и п. (г) слабые пределы Аои (2) и Алит(Р) в 2р (Ро) и, (И), 
аналогично разд. 3 получим для и(г) уравнение 


ди = т, - По - Ази – 2. (4) 


Далее, вместо (3.34) рассмотрим величину 


7 
УТКА зи 4 Аоит — (Ало + Ао), нр и) = бы. . (5) 
о . 


Тогда формула (3.36) примет вид 


| 1 т 
бт = — = ти, (т) + — Лита - 
2 2.0 


7 
— ас Буди, дит )+..:) Е, 
0 


а (3.37) — вид 


} 
/ 


1 1 т т 
— тИм(т)!? — — Либуа < — д (Аи, иу аг... 
2 20 11) 


Заметим, что ит (Г) -*и(:) в 2. (А), в то время как ижо = ив (0) сходит- 
ся лишь слабо в Ёк ио при т ~ +оо, Поэтому в (5) взят множитель ѓ. 


Умножая уравнение (4) на /и(/) и интегрируя поі, получим формулу, 
аналогичную (3.38): 


1 1 т т 
5 ти(т) 1? — 5 ога = (т + По +Ази — 8, и) й. 


Далее, проводя такие же выкладки, как (3.39) - (3.41), заключаем, что 
имеет место неравенство, аналогичное (3.41): 


; 
Ти (та + по — (Или +Аои), м) аг > 0 Уи. 
9 


Следовательно, так как 7, + Ло — (4;и + Аои) принадлежит Г р. (И) + 
+ Е р (Из), т.е. сумме прастраиств типа Ёр(Х), то т; + по = Аи + Дои. 
Таким образом, доказано, что в (4) можно п, + По заменить на 4и + Дои. . 

С другой стороны, 5,00 = м’ (1) удовлетворяет тому же уравнению (4), 
и притом у и(ѓ) и м(г) совпадают начальные условия: ко = и (0) = м(0). 
Поэтому в силу теоремы единственности и (ё) = м(г,) = 5, Но. Следо- 


вательно, установлено, что 5, Мот 5, ио ВН». Так как для любой дру- 


гой подпоследовательности {иот'}, обладающей сформулированными 
выше свойствами, справедливо такое же соотношение 5, Нот’ > 5, Мо 


в.Н», то легко видеть, что для всей исходной последовательности {ио„) 
имеем $, Мол > <, Мо В Ну я 


Рассмотрим случай, когда операторы А; и 4, потенцизльные. А имен- 
но пусть коэффициенты а; в (3.2) являются частными производными не- 
которой функции (потенциала) а({) Е С'(К): 


` а) = 9а($)/94.. (6) 


Заметим, что в силу формулы вида (3.18) 
1 
а($) = @(0) + ака. 


Поэтому из (3.6) получаем оценку 


‚Во 
р. +! 


СР: С, > 8) 2 1$: С. (7) 


эл 


Оператор А, — потенциальный, т.е. 

Ь (х) = 0 УхЕЗ (=1....,п). | . (8) 
В этом случае 

(А,и, о) = (Ф, (и), 0) УьЕИ,, 


где Ф,(и) — производная Фреше функционала 
| ] 
Ф, (и) = Л Е Ў Бу(х)д;и дум + 5 (2(х) -– миа = Ц р(и)ах. 
п 


Теорема 2. Пусть операторы Ао, А, Аз удовлетворяют условиям, сфор- 
мулированным в разд. 3. Кроме того, пусть выполнены условия (6) и (8). 
Тогда полугруппа {5,}, соответствующая (3.1), помимо свойств, пере- 
численных в теореме 1, обладает следующими свойствами: 

1) {5,} (И, ПИ, И, П Ио рогракичена (Изи У — те же, что в (3.10')) 
при ЕР 0. 

2) (5,57, ПИь, И, п Ио} равномерно по 12 0 ограничена. 

3) 4$, } (И, И, п Г ограничена (Н = 1.,(9)) при т > 0. 

4) Существует поглощающее множество Во, ограниченноев Г, ПУИ.. 

5) 45, } (Ни, И, П Роь )-непрерывна при #2 0. 

6) Если и(!) =5ио, ш ЄН, то функция "9 ие 1. ,([0, Г], НУТ>О 
и ее норма в І, ([0, Т],Н) ограничена константой, зависящей лишь от Ти 
от \ио\. 


7) $ и при г> 0 непрерывнав Н по г. 
8) Если и (0) ЕЙ. П И,, то 


у В, м (2) 1? а < С(и(0) У + (0) №7’ +1) < +=. | (9) 


9) Еслиш Е И; ПИ ии(:) =5.ио, то функция 11?д,иЄ Е. 0,Т}, Н), 
Т > 6; причем ее норма в Ё»([0,Т],Н) ограничена константой, зависящей 
лишь отТи ио 1, + мой и. 

10) Если. мо Е Н и ибс) = 6,10, то функция 0,“ принадлежит 
І. Цє, + [, Н), є 0. 

11) Если шо Е Нив (35) џ > 0, а также выполнено одно из двух 
условий 

р 2 ро или ро(т-р;)<р, (п – 1), (10) 


тоиЄ 1... ([є, + [, (01/2)), где Н?(УИ?) = (р: и Е И? (9)} у 
вссовая функция, удовлетворяющая условиям у Е СЗО). Мьа = 
9: за = 0 (7=1...., п), %(х) > 0 прих Є ®. При этом норма у\!?и(г) в 
1.2 (є, + [, А?) и норма дли в 1. (є, + |, Н) ограничены константой, 
зависящей от нормы ио вН иог є > 0. 

Доказательство. Умножим уравнение (3.22) на Им Аим. В 
силу (3.22) 


{д:им, ПмАи,) + 1 ИуАиу 2 =0. (11) 


Заметим, что (д:им, Пу Аим ) = (9,6, Аим ). Очевидно, 
4 ди. Аи ах = 9, Ј (а(Уи) + Ки) + Ви) — #(и)) ах, (12) 
где Р(и) - первообразная /: 
и 
Е(и) = јлда 
В силу (3.8) и формулы (3.18) 
сии Ро – С, < Аи) < Си! +С, Ре.> 2, с, > 0. (13) 


Кроме того, вследствие (3.10) 


| 
| (-< - 5 ›) иі? < Ви) < Сӯи? + и), (14) 
Ви) = ; У Бу ди дуи + > 66) - №и?. 
Положим 
Ф(и) = | [а(ӯи) + Е(и) + В(и) — ви] 4х. (15) 


Очевидно, в силу (12) 
{д:им , Лим ) = д,Ф(им). (16) 
Отсюда, интегрируя по г и учитывая (3.22) , получаем 


Ф(им()) + ; 1д,им 1* аг < Ф(ик(0)). (17) 


Так как ОЕ всюду плотно в Ну, а Но всюду плотно в И, ив Го, то можно 
‘выбрать последовательность им (0) = иом в (3.23) так, что им (0) э имо в 
ип И. 

Из неравенств (7) и (13) выводим: 


ра (Па РР + Пи РИ) -С < Ф(и) «СИИ + ди ПУ +1), (18) 


где ру > 0. Так как им (0) ограничены в Ио П И, при всех М, то в силу 
(16) Фи» (0)) ограничены равномерно по №. Поэтому, переходя в фор- 
муле (17) к пределу при № = л -> +оо, причем, кроме свойств сходимости, 
указанных в разд. 3, учитывая, что и, слабо сходится в 2, ([0, Т], Ні), 
получаем в силу (1.22) и (18) 


у Иды аг+ ру (ибт) РИ + Пит) и) -С < 
о 


«Си + Па(О) у! +1). (19) 


Из неравенства (19) следует выполнение п. 1 и 2 теоремы 2. 
Приступим к доказательству п. 3. Умножив уравнение (3.22) нагП мАим, 
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получаем, принимая во внимание (11) и (16): 


(длим, (Аим) + 1 1ПнАимЙ =0, | (20) 
9, Фин) +1 (дих, Аим) = 0. 

Отсюда 
д: (#Ф(им)) + Идим 12 – Ф(иу) = 0. (21) 


Интегрируя по г от 0 дот, выводим, используя (18): 


т т 
тФ(им(т)) + У Ом м 2 а = И Ф(им) | аг = 
0 о 


А | 
<С ГИимГи. + Тим + 0а (22) 
0 


Применяя (3.29) и (3.30), заключаем, что правая часть (22) ограниче- 
на сверху константой Со [им (0) 12 + С.т. Поэтому 


| т Со А ` 
Ф(им(т)) + — Геи аг < — Шишко) Ё+С.. (23) 
то т 
Воспользовавшись (18), получаем из (23) неравенство 


т. С 
Гимб) И + Гим) Ти +- Јева аг — Фин (0) 1 +С. 
то Т 
(24) 


Переходя к пределу по слабо сходящейся подпоследовательности им в 
В ([0,7], Го) и... ([0,т],Г,), ад; им вЁ.2(Н) , выводим оценку 


і т С 
Нити + Вит) + — [:10.м2 асс — \и(0) 1? +С, (25) 
то Т 


при всех т > 0 (использовались теорема 1.5 и формула (1.22)). Из не- 
равенства (25) следует, что если и(0) ограничены в Н, то и(т) ограниче: 


ны в Ио П И, , еслит > 0, т.е. полугруппа 5, ) (Н, И; П Го) ограничена 
при г> 0, ип. 3 доказан. 


Существование поглощающего множества Во следует из (25). В качест- 
ве Во можно взять множество | 


Во ={и: и Пу + Ти < 264}. 


Очевидно, что если В = { и: и! <А} С Во, то в силу (25) приг 2 Т = 
= СК?/С. 5.В С Во. 
Пункт 5 теоремы 2 следует из п. 5 теоремы 1 ииз (Н, У, б Ио) ограни: 
ченности {5,} в силу предложения 2.4; п. 6 следуст из неравенства (25). 
В силу п. 6 д,о (г) при каждом 5 > 0 ограничена в Г, ([6, Т],Н), и 
поэтому “ (г) = 5,и(0) непргрывна в У пог при 2 ё Уб > 0, т.е. справед- 
ливо утверждение п. 7; п. 8 следуст из оценки (19), еслит > +. 


Докажем п. 9. Дифференцируя (3.22) по г и обозначая д,и = и’, получаем - 


ди’ = Пули им, (26) 
где А„ — дифференциал Фреше оператора А, | | 
А, = Аи + Аом + Ази, (27) 
п 
Азу = -, х д9(а; (Уи) д), (28) 
Аоио = Ди)ь, (29) 
Азии = А0. | (30) 


Для краткости ниже вместо им будем писать и’, Умножая (26) на ги’, 
выводим: 


1 ] ғ ГА А ? Ф 
> д, (1 (и’, и’)) ~ > (и, иу = (Аи, и’). (31) 
Интегрируя по г от О’до т, получаем 
1 т гг 
> 1 Ви (т) 12 + є еСА и и'?аг < 5 Ја (32) 
о 0 


Воспользовавшись неравенством. (19) для оценки сверху правой части 
(32) и условиями (3.5) и (3.8) и (3.10) для оценки снизу ( А.и, и), 
заключаем: 


т т 
т йи (т) 12 + ру еди) 10.а-Су гм") 0? ас — (33) 
о о 


‚ Отсюда следует, что т 12100 (т) ЕЁ... (10, Т), Н) УТРО, т.е. доказан И. 9. 
Отметим также, что из (33) и (25) следует 


С | 
1 д:м(т) 1? < — + С.. (34) 
Т 


Если ио Є Н, то в силу п. 3 5./2Мо ограничена в Гу П Г,. Поэтому в 
силу п. 2 и (г) = 5,5 .;200 ограничена в Го П И; но норме константой, 
не зависящей от {. Следовательно, в силу п.9 для функции и, (г) = 5е/2и1 (1) 
справедлива оценка 19:42 (1)1 < С, Уг 2 0, так как она справедлива на 
любом инлервале вида (10, г + Т) Уго > Ои Йи, (го) 1, + би, (10) № < 
«М, где М не зависит от ѓо. Поэтому д,чЄ/... ( [є, + [,Н). 

Для доказательства утверждения п. 11 для краткости записи будем счи- 
тать, что 4. и= Аи. Запишем уравнение (3.1) в виде 

-А зи - Аи = ди № += (г, х) (35) 


и рассмотрим его как эллиптическое уравнение, зависящее от параметра 1. 
Его правая часть 


ф(,х) Е Г.(е, +[, Л), 1р@,-) < Куг є. (36) 


Умножим скалярно в [,,(0) (35) на Ки= 4 (х) Аи - Ми. гле М - лоста- 


точно большая константа. Тогда 
(-А 104, -Ёи) = 2 (дра; (и), Уд; Эк и) + 
‚1 


+ У (а; (Ҹи), д, № · д;9ки} + У (дра; (Уи), 9; .дки) + 
кі к, 1 

+ Х (аби), ддьф - дли) + МХ (аАУи), ди) =1+ 1+ Ш + +. 
к і (37) 


Всилу (3.5) 
1= $ (а(Уи)д;дки, уддки) 2 и У ұу !/2а,Әри 12. (38) 
к, 1] | і К 


Далее, пользуясь положительной определенностью формы 2 а; #;&;, имеем 
(Ш =|- Х (25 д,дхи, дкф-9м)- Х (ажи), ку. ди) | < 
к, [,} к, і 


д 9 
< є 5, (а,9;0 ри, уд;дки › + М. У (ах; ок Ви дуи) + 
к. 1.1 ск 7 


Му 


Ы 


+С(1+ 0410: 1) < 

< є У (аудудки, үддки) + С,М.(Пий!р +). (39) 
к. 1, 

Такая же оценка сверху справедлива для | И! |. 


Из условий роста коэффициентов а; (У и) : [а; (ўи)! <Са + | Уи 
ииз (3.6), (3.5) следует 


ПУ < Си, +1), У > сМройи 1, с>0. (40) 


р. -1у 


? 


Взяв є достаточно малым, из (37) —(40) выводим: 
{-А;и, -Ім)2 с рУ (2:;8;9,ц У3,дки) – 
К, 1} 


—С. М. (1 Ч, +1) +с, М 11°, с.с > 0. (41) 


Аналогично, по проще, оценивается 
(-Аои, -1м) = У (и) дри, уди) +5 (Ди), дих - дри) + 
К к 


+ (Ли), Ми) > Сз Ли) р, Пи р, - Мио и Ио, > 
> + ши + аа) (+ ий). (42) 


При этом использовано то, что /' (и) 2 0, ив силу (3.8) и (10) получена 
оценка сверху | /(и) 1, „ или через Си»! + 1), или по теореме 
вложения Соболева через С(| иу -'+ 1). 

Итех, в силу (36), (41), (42) и (3.5) имеем 

(-Аи ~ Ач, -н)= (е -Ёи), 


1 1 1 
= р У 101/228, ип < 5 $ 41/2 Ди [2 + >= Ир + 


г 


м 


+С, (Лии, и, ), и’> 0. 


Отсюда, взяв 6 достаточно малым и учитывая, что 1 и(г, · У1и, + 


,‚ + Ти, Лу, < К, 1. ) <К УЕ, > 0, получаем 


У Туи? д, ди В < К, УР Е >0. 
к 


Следовательно, и Є 1... ([є,, +°[, Н?(у!!?)). 

Утверждения п. 1] обоценках норм легко следуют из предыдущих оце- 
нок в 

Замечание 1. Пусть выполнены условия теоремы 2 для уравнения 
(3.1) при периодических граничных условиях 


и (т... + 21,...,Хн) = и(,....Хь...,.Хп} (@=1,...,п), 
или, что эквивалентно, О = Г”, где Г” ~ п-мерный тор. Тогда все утвер- 
ждения теоремы 2 остаются в силе. При этом в п. 11 функция у(х) = 1, 
х Є Т", следовательно, и Е [... ( [е, + (,Н?), д,и Є Г... (Е, + [, А), при- 
чем нормы и ограничены сверху С! иойн. 

Рассмотрим теперь случай, когда оператор А, в (3.1) — линейный, 


Ази = —Х дади), Ази = —Хи. (43) 


Теорема 3. Лусљ выполнены все требования, наложенные в разд. 3 
на (3.1), и, кроме того, оператор А} Определяется формулой (43), при- 
чем выполнено условие (3.5) с константой р > 0, т.е. оператор А, – 
эллиптический, Предполагается, что }(0) = 0. Тогда справедливы все утвер- 
ждения теорем 1и 2 и, кроме того, полугрупна { $ ,} обладает следующими 
свойствами: 

1) {5,} (Н, Н? (9))-ограничена при г > 0. 

2) {5,} (НН, Н2,9)) непрерывна прис > 0. 

3) {5,} обладает Н-поглощающим множеством В», ограниченным в 
Н?(9). 

Доказательство. ЕслиЛ, — эллиптический оператор, то норму, 
эквивалентную норме в Н?, можно задать формулой Її иї2 = (А, и, Аи) 
(Изо = 0). В этом случае, вместо базисных векторов еу, построенных в 
разд. 3, возьмем собственные векторы оператора А ;. Тогда оператор А; 
коммутирует с Пу. 

Согласно (33), при 7 2 т > 0 [и (г) ї ограничены в 2. Умножив (3.22) 
на А; им , получим 


(Азим, дик) + Азир? + (Аим, Дону) + 

+ (Азим, Азир) +(А зир, 2) =0. (44) 
Отсюда 

[Азим 12 +Ауру, Аоим ) < Азим СЕ Зил + 1им1+ 121). (45) 


С помощью интегрирования по частям, учитывая, что Изо = 0, выводим 
(Азим, Аим) = -ЛУ дадим · Хим) ах = 


= УГ им) 294 дгим ди м х. 


Принимая во внимание условия (3.7) и (3.5), заключаем, что (Аим, 
Доим) 2 0, и поэтому из (45) следует оценка 


Азим (т) 1 < 19,и (т) 1+ АТИ (т) 1+ 151. (46) 


° Из ограниченности Ї ио Їу вытекает равномерная по № ограниченность 
им (7) ГУМ, а также в силу оценок (33) и (34) равномерная ограничен- 


ность по М д;им(т) прит > 0. Отсюда и из (46) следует равномерная по № 
оценка # Аим (т) 1, откуда 


А :и(т)1<С,, Сз = С. (ПТио | т-! ), 


ии(т) = &гио ограничено в А? длят > 0 при ограниченных ї ио Пн, п. 1 
доказан. , 

Пункт 2 следует из непрерывности 5, и Н», ограниченности 5, из А в 
Н? в силу предложения 2.4, Пункт 3 теоремы 3 выводим из существования 
ограниченного в Ко П И, поглощающего множества В;, положив В, = 
= 5,Во. В силу (Н, Н?) ограниченности 5 ; получаем, что В, ограничено 
в Н и, очевидно, является поглощающим № 

Замсчание 2. Все утверждения, доказанные в разд. 3 и 4, обобщают- 
ся на случай системы уравнений. Тогда и = (и',..., и”), в (3.2) а = 

= (а1,...,а)”),ав (3.3) /= (Х',...,/”). ‚ В условиях (3.5) ар; — матри- 
ца порядка т из производных 3а,'/8 (д;м к), матрицей является также 
Ги. Неравенства (3.5) и (3.7) означают нестрицательность соответствую: 


щих матриц, а умножение в (3.6) и (3.8) — скалярное, определяемое обыч- 
ным образом, например, 


Ки) `и= Р (ии +... +7" иуи" 


Доказательства теорем 3.1 и 1 повторяются дословно. Векторный аналог 
теоремы 2 справедлив при условии 


У(и) = гад, Е(и), и) = әЕ(иу/Әи!, (47) 


Е (и) – некоторая функция (потенциал). Формулировка и доказательство 
теоремы 2 при этом сохраняются. 

Замечание 3. Утверждения теоремы 2 справедливы в ряде случаев, 
когда не выполнены условия потенциальности (6) и (47).А именно функ- 
ции а; и] могут содержать непотенцизльные компоненты, подчиненные 
главной потенциальной части, уравнение (3.1) может содержать подчинен- 
ные члены, с производными первого порядка пох. 

Доказательство неравенства (46) в теореме 3 использует существенно 
скалярные соображения, поэтому подробнее рассмотрим случай системы в 
следующем разделе. 

Рассмотрим теперь случай линейного оператора А; и О = Т", т.е. функ. 
ции и(х) из (х) периодичны по х; с периодом 27,/ = 1,..., п. 

Теорема 4. Пусть 9 = Т" в неравенстве (3.5) ц > 0, т.е. е. А — эллипти- 
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ческий оператор, в (3.5) р, = 2, а коэффициенты А, – класса С? (Т"). 
Тогда полугруппа {5,),5,:Н Н (Н = І, (Т")), помимо свойств, сфор- 
мулированных в п. 1-4 теоремы 3.1, обладает следующими свойствами: 

1) {5,} (Н', А?) ограничена при #20 (Н' = Н\(Т")). 

2) {5,} (Н,Н')-ограничена при г > 0. 

3) Если выполнены условия теоремы 2, где 9 = Т", то, кроме свойств 
1—11 теоремы 2, {5,} (Н, Н?) ограничена пи г> 0 (н? = Н? (Т")). 

Доказательство. Свойства 1-3 являются следствием оценок для 
решений уравнения (3.1). Эти оценки, как и раньше, обосновываются при 
помощи галеркинских приближений. Для краткости выведем их для само- 
го уравнения. 

Приступим к доказательству п. 1. Для этого продифференцируем (3.1) 
по хх, умножим полученное уравнение на дки и проинтегрируем по Т”. 
Тогда получим 


] 
5 д, йаки 1? + Хард, Эки - д;дкийх + ГГ (и) диф ах + 


+(0.А:и, дри) + (0.2, дри) = 0. . (48) 
Очевидно, поскольку Ё; ; = д, имеем 
(д. Ази, дА и) = (А дри, д. и} (5 (Эк Бу) д; и, д:дки) > 
1] 


—{> (252,) дџи, дри) + .. ® 
і 


} 
= ( А’ дки, дк и? + = — 2, (ӘХ Ьу) д;и, дуи) — 


(2 (кБ) д; и, а 


Так как матрицы {5;;} > 0, {а} 2 Г > 0, то отсюда, суммируя (48) 
по К, а также складывая с полученными ранее в теореме 1 оценками, 
заключаем: 


и чи іи В <С и Пче 1 +С, ЩИ. (49) 
Отсюда обычным образом получаем неравенства 

Им (2) И < С. (Пи(0)В +1212), оз: 5Т, (50) 

1 

Г а 1241 С, (Зи(о) В +01612). (51) 

0 


Здесь С, и С. зависят от 7. Из (50) следует утверждение п. 1. 
Чтобы получить утверждение п. 2, нужио уравнение (3.1) продиффе- 


‚ ренцировать по хх, умножить на {9х и и проинтегрировав по х. Аналогич- 


но (49) получим 
д, и 12) + реи < (С + Сг) ћи И + Ти В +151 (52) 
При Йе #2 в правой части возник множитель С без множителя в силу 
формулы 
(дих, дик) = 9; (1 (дки, дри) — (дри, дуи). 
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Проинтегрировав (52) , получаем при 0 <т &7 
т 
т фи (т) < С. + Ли 12а). 
0 


Поскольку правая часть этого неравенства ограничена в силу (3.30), гле 
им = и, р: = 2, то справедлива оценка 


и) В <т-1/2С., О<т<Т, (53) 
где Сг зависит лишь от Т и от Їи(0) 1. Из неравенства (53) следует ут- 
верждение п. 2. 

Докажем теперь п. 3. В силу п. 3 теоремы 2 и; = 5х ио ограничены в Г; П 


п Ио прит>0 ико, ограниченных в /,, (7). Воспользовавшись п. 9 теоремы 
2, где взято из = и, получаем 


Е ди (г) < С(-т)" при #>т>0. (54) 
Рассмотрим уравнение (3.1) как уравнение с известной функцией д,и.. 
Из неравенства (49), учитывая, что д,Їи{ = 2 (— Ди + и, д,и), откуда 
д, 112 < 2 Палий. ни, «ейи В + 2 Ти, (55) 


Е ` 
выводим оценку 


и 12 < С. (1а, и +1). | (56) 


Отсюда, воспользовавшись (54) и произвольной малостью є, заключаем, 
что 1и 1, <С(г, 101, пи,) при Г > 0. Так как оператор 5, (Н, Го П 
ПГ, ) ограничен при г > 0, то отсюда следует п. 3 теоремы № 


5. ПОЛУГРУППЫ, ПОРОЖДЛЕМЫЕ УРАВНЕНИЯМИ 
ТИПА СИСТЕМ ХИМИЧЕСКОЙ КИНЕТИКИ 


Рассмотрим систему химической кинетики (реакции-диффузии) 


п 
ди =аАи – р(х, и) +Ли+ Х В (х) ди – (х), (1) 
і= 1 
где А — оператор Лапласа, и = (и!,...,ш"), = (7...7), Ы = 
= (5,...,Ы”), в=(,...,8”) Е (Г, (0))" = Н, а – матрица порядка 


т с постоянными злементами, симметрическая часть которой 2, = 
= (а* +а) [2 положительно определена: 


а: > 01, ро > 0. (2) 
Преднолагастся, что А > 0, . 
і2;(х)1<С, (3) 


функция / непрерывно дифференцируема по всем аргументам и удовлет- 
воряет условиям 


Их, и) иг мои |Р, [У (х, и) рии РС рю > 2, (4) 
к 


>> гёк 20 УЁ=(Е,..., т) ЕК”. (5) 
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(Так как в (1) параметр А может принимать как угодно большие значе- 
ния, то достаточно, чтобы (5) выполнялось для / (и) + Ли, А, > 0.) 
Система (1) рассматривается при граничных условиях 


—| 20, (6) 


где п = п(х) — нормаль к 99 в точке х. Рассматривается также система 
(1) сграничным условием 


и [за =0. | (7) 


В. этом разделе через Н" обозначается шкала пространств, порожденная 
оператором — АГ (/-единичная т-мерная матрица) при граничных условиях 
(7) или (6). Норма в этих пространствах задается формулой №и@ = 
= ( (- АГ)*и, и) (при условии (6) - это полупорма, норма равна і № + 
+1-1,). Отметим, что операторы Д? и пространства И° различны в случае 
° условий (6) и (7), но, согласно интерполяционной теореме, Н? С Н? (8) 
и норма Я? (9), суженная на Н*, эквивалентна норме в А°. Поэтому поль: 
зуемся одним и тем же обозначением и в случае (6), и в случае (7). 

Теорема 1. При любых ни, Е Н и Т> 0 задача (1), (6) с начальным усло- 
вием и |: =о = ио имеет единственное решение в 


Г.Н) (о), где Ро = (1р 02))"". 


` Задача (1), (7) с начальным условием и|; =0 = ио имеет единственное 
; решение в 1, (Н) ПЕ (Н") ПЕ, (Ко). 

` Доказательство теоремы 1 аналогично доказательству теоремы 4.1 с 
некоторыми очевидными изменениями в случае граничного условия (6). 

Из теоремы | следует, что задачам (1), (6) и (1), (7) соответствуют 
полугруппы { 5, } , действующие в И. 

Теорема 2. Полугруппа {5,}, действующая в Н, обладает всеми свой- 
ствами, сформулированными в теореме 4.1, и, кроме того, следующими 
свойствами: | 

1) {5,} (Н, Н!) ограничена при #>0. 

2) {5,} (Н, Ні) непрерывна при г> 0. 

3) У{5,} имеется Н-поглощающее множество Вз, ограниченное в Н'. 

Если функция { удовлетворяст дополнительному условию 


а) С ие + С, (2) 


где Ро < 2п/(п — 2) прип > 2', то полугруппа {5,} обладает еще следую- 
щими свойствами: 


4) {5,} (Ы, Н?) ограничена при г >0. 

5) Существует Н-поглощающее множество Вз, компактное в Н?. 

6) {5,} (Н.,Н?,)-непрерывна при : > 0. 

Доказательство. Пункт 1 докажем, умножив (1) на — Е#Ди 


* Это условие обеспечивает ограниченность отображения и (х, г) - (и (х, 1)) из 
І.Н?) гг, (Н?) в Ё,АН). 
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Н. Проинтегрировав по г от 0 дот и учитывая (3), получим 


т т 
(1/2) ёи(т) 12 -/ Ви (г) 1347 ы 1 (аАи, Аи} @ + 


т 
+ У ] Г 11 (и) дли д;иахае = 
=10 2 


т 


=] (ХЬд;и, гаи) + [СЕ + и, Ди) а! < 
0 


т т 
< СГ (ий, +1и Е 1и, аг + Г (121+ Аа) ейи аг. 
0 0 


)тсюда, воспользовавшись (2) и (4) и учитывая ограниченность и в 


2 (10, Т], Н!) константой, зависящей лишь от Т иот 1и (0) | (см. (3.30), 
деим = и), получаем 


т т 
(7/2) и(т) 13 +] Ри аг< (3 ро/4) Г Пи В аг + 
А . 
т А 
+С. г ћи На! + Сх Г 1 +2 ди 12 )ах. 
о о . 


сюда при 0 «7 «Т 
т 
тїи(т) И < С. Јгћи(г) И аг+с,, 
- 0 


из неравенства Гронуолла получаем 
гї (0) < С, 0<1<Т, 


де Сз зависит от Тиот ї и (0) 1. Отсюда следует п. 1. 

Пункты 2 и 3 выводятся из п. 1 так же, как аналогичные утверждения в 
оказательстве теоремы 4.2. Утверждения п. 4 и 5 теоремы 2 доказывают- 
я аналогично утверждениям 5 и 7 теоремы 4, формулирусмой ниже. При 
том в силу условия (5) в ‚правой части неравенства (23) отсутствуст член, 


одержащий /. Вывод (23 ) использует ограниченность / (и) в Ё› (Н), ос- 
ованную на оценке (7') : 


Г и’ Ра «СГС 2 + йи Им + РРР) 4 < 
о о 


Га из св, 0200 1) 
< С, (]1и 15а! +/ Пи р -1 ›41)+Ся 
0 0 


Замечание 1. Если а = а*, те. матраца симметрическая, а /“ = 
дЕЈди“, где Е — некоторая функция, то справедливы утверждения теоре- 
ы 4.2, так как в этом случае операторы /(и) иаДи – потенциальные. 
Рассмогрим теперь случай, когла функция / вместо условия монотон: 
эсти (5) удовлетворяет условию подчиненности линейной части, которос 


имеет вид . 


|Ә */ди! | < С +|и|Р:) МА, 1, (8) 
где для показателя р, имеет место неравенство 
р, < тіп(4/п, 2/(н —2)) при п> 2. (9) 


(Очевидно, число ро в (4) связано ср. неравенством ро <р; + 2.) Условия 
(8), (9) обеспечивают единственность решения (1). 
При изучении уравнения (1) с ограниченной нелинейностью будут полез- 
ны следующие две леммы. 
Лемма 1. Пусть / удовлетворяет условиям (8) , (9). Тогда оператор Ав: и > 
(и) действует из (Н! (0))" в (Н (9))”, причем прип > 2 иприр' = 
= 2пі (п +2) 


уби) - Л) 1-1 < 1и) - Ло) 1, р' < 
«Си фо (Ти ПР Пи 10109 + оор По ТР +1), (10) 


гдед = п|2 – Пр. при 0 <п/2 - 11р, ид = О при п[2 — Пр. < 0. Прип = 2 
(10) справедливо с теми же значениями 0 ‘и достаточно большим рз, при 
этом 6 = 1 -Е, Е > 0, є мало. Прип = 1 


| (и) — О) № <СЛи- оі, з, С= С(Пи Ц, ый). 


Доказательство. Ограничимся наиболее сложным случаем п > 2. 
Заметим, что в силу теоремы 1.1 Соболева и предложения 1.1 2,(0) 2 
2 Н'(9), Ё» (4) С Н' (8), Ир+ Ир’ =1,р’ – тоже, что в формулиров- 
ке леммы 1. Воспользуемся предположением 1.3, где возьмем р = р», р. = 

? ' ! 
=р, Рю ЕР ,рз =2рор 1(2 ~ р ). (Здесь р. — то же, что в условии (8).) 
В качестве числа р, в предложении 1.2 возьмем р, = 2. В силу определения 
р’ рз = рэп. Поэтому из (1.40), гдеи=и,, и = “3, получаем 


1и) — Ли) №ю р Си о1о (1+ йи По? р, +10182, ). (11) 


Оценив Тм 10, „р, при помощи теоремы 1.3, где г = 0, Р= пр. р, = 2,1 = 1, 
р = 2, получаем 


Пи 1622р, <и [и 1201-0), (12) 


где 9 = (л/ (р.п) - п[2)[(п/2 – п[2 – 1) = п[2 — Пр». Отсюда и из нера- 
всиства (11) сразу следует (10). Если п/2 – 1/р› = 1, выводим (10), оце- 
нив правую часть (11) при помощи теоремы 1.1 с /, = 0, р = пр, Її; = 1, 
р: = 2. Если п/2 — Пр. < 0, то пр, < 2 и, очевидно, в (10) можно взять 0 = 


= () ш 
Лемма 2.Линейное уравнение 
д,и =аДи +20(1), и |, -о= и, (13) 


при о ЕЁ. ([0, Т]; Н°) ии Є Н°*! имеет единственное решение и, не- 
прерызно в 1... ([0,Т],Н?*') зависящее от (во, чо) (5 Є К). 
Доказательство. Умножив (13) на (-- Д)? 1и, получаем 


1 
5 д, йи 12, ; + (а(— А) * 22/2, (Д) 20021) ((— 4)5/2 +1, (- ду, ). 
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сюда 


т т 
2 йи(т) 12, „+20. 1и 12, ,ае< 1.00) 2, | + Л 12000) 13аг. (14) 
2 20 Шо 0 

Теорема 3. Пусть уравнение (1) удовлетворяет условиям (2), (3), 
(4) и (8), (9). Тогда задача (1), (7) с начальным условием и - о = ио 
‚меет единственное решение в Г,» (Н) ПЕ. (Ні), а задача (1), (6) с началь- 
ҝым условием и|, -о = ио — единственное решение в І. (Н) 1, (Н?). 

Доказательство. Для краткости ограничимся случаем п > 2 
: укажем лишь те моменты, которые отличают доказательство этой теоре- 
мы от доказательства теоремы 3.1. При доказательстве существования 
(г, х) вывод равенства 4;и + 40и = 17, + по, где Ази = ади, Аои = (х, и), 
10 И 71 — пределы Аоим и А уиуу, основывается не на монотонности, а на 
зинейности АД; и лемме 1. Обоснуем переход ' к пределу в нелинейном чле- 
е. Воспользуемся теоремой 1.4, где Е, = Н! Е = Н, Е, = Н". Согласно 
той теореме, и„ ив Ё.(Н). При условиях (8) и (9) р, < 4/п и число 
рз в (10) удовлетворяет неравенству Ор. = лпр,/2 — і & 1. Поскольку 
›› < 2] (п – 2) при условии (9), то п/2 - (р. = 0 <1, неравенство (10) 
трименимо и ` 


Пит ) – Л(и) 16 р «Си, -и\(1 + Тит В + Пи), 

С= Си Тир ). (14°) 
Интегрируя по г, получаем, пользуясь ограниченностью им в 2, (Н!) б 
11. (Н), что Х(ит) э (и) в, (1) и, следовательно, по = Аои. Отсюда, 


гак же как в теореме 3.1, выводится существование решения начальной 
задачи. 


Докажем теперь единственность решения. Вычитая уравнения (1) для 
101) ио(г) (и(0) =ио, о (0) = оо), выводим 


д, (и — и) =аА(и ~ 0) - (Ги) -- 0) + (и - о) + ХБ, (и - 5). 


Умножая паи — и в Я и интегрируя по { от Одот, в силу (3), (2), леммы 
і и неравенства (/,5) ЗИЛ Ия Ш из (14°), гдеими= и, получаем 


1 ` 1 7 
5 йи(т) — о(т) Р -> м (0) — 0) +щ ио Ва < 
о 
т 
<, } и -ьй; 1/ (4) О), Е < 


<с] [и о, Ны -- ВНЕ + и 1, +1, ) 42. 


Воспользовавшись оценками и ии в Ё.. (Л), а также неравенством 2ар < 
Сеа? + 3? /є, выводим из предыдущего неравенства 


[м (т) – ут? < и (0) - о (0)? + С { Ви о Ра+Ниы Н + о). 


РА 


Гак как и и о ограничены в 2. (Н), то, воспользовавшись леммой Гро- 


нуолла, получаем отсюда оценку 
[и (г) - о (т) 1 <С.Пи(0)- 0(0) 02, Оо<т<7а (14”) 


Теорема 4. Лолугруппа {5,) , порождаемая (1) ссоответствующими гра- 
ничными условиями (6) или (7), при выполнении условий теоремы 3 об- 
ладает следующими свойствами: 

1) {5,} (Н, Н)-равномерно непрерывна. 

2) {5,) (Н, Н) ограничена равномерно пог > 0. 

3) {5,} (Н, Н уограничена при ТЕУ 0. 

4) {5,} (Н', Н' )ограничена при 1 > 0. 

5) {5,} (Н!,Н* ограничена при 1 > 0. 

6) {5,} (Н',Н')и(Н?, Н? )-ограничена равномерно пот > 0. 

7) У {5,} имеется Н-поглощающее множество, ограниченное и компакт- 
ноев Н?. 

Доказательство. Существование полугруппы {5,} следует из 
теоремы 3. Докажем п. 1-7 при п > 2. Проводимые ниже формальные 
выкладки легко обосновываются с помошью метода Гзлеркина. 

1) Непрерывность {5,} из Ав Н следует из неравенства (14”). 

2} Уможив (1) наи и воспользовавшись (2) -— (4), получим 


І 2 2 Ро 
= али? + рои + дои Но», < 


«Аи 12 +С + НЕ НШ Па. 


Так как ро Р 2, то отсюда при помощи неравенства Юнга выводим диф- 
ференциальное неравество 


д, Пи |? + рои 1 + дойи АИ < С. (15) 


Из (15) следует дифференциальное неравенство 2,1112, + иин? <С,, 
из которого получаем оценку 


М) 1 «1а (0) 1ге + (С) (1 е7”), и> 0. (16) 


Из этой оценки следует утверждение п. 2. 
3) Умножив (1) на Ди, выводим неравенство 


І 2 2 
5 д: (21и 11) + гром 16 < 


«глин + Пея Аии + 0и < 
< г(ро/2) 1и 12 + Сз (НУ + пи + е) + И. (17) 
Интегрируя (15) от 0 до Т, получаем 


Т 
Ј Пи 1 41 < СТ. (18) 


Далее, в силу (8) 


У 1 < С (1 + Пи Пози). (19) 


Согласно неравенству Гальярдо--Ниренберга, 
Пи По, 2р, +2 Сеи Ш Пи |1 9, 0 =рап/(2рз + 2), 
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силу (9) 0 <1. Поэтому, интегрируя (17) по г от 0 доти ‘ользуя 
8) и (19), выводим (0 <7«7): | 


т т 
тиб +0] иа: < С, Гри Оа +С. (20) 
о 


силу (9) 20 (р: + 1) =р,п<4. Воспользовавшись неравенством Гронуол- 
и оценками (20) и (18), заключаем: 


1 ғ С 
Ми) +— еи 1200 — при 0<7<7, (21) 
то Т 


куда следует утверждение п. 3. 
4) Доказательство аналогично проведенному в п. 3, отличие состоит в 
м, что (1) умножается на Ди. Вместо (21) получаем оценку 


, 
Ни (т) 18 +1 | ам (2) 12 41 «и (0)12 +С, 0<Е<Т (22) 


5) Продифференцировав (1) по Е, умножив на /д,ии обозначив д;и = 
и’, выводим 


д, (ги 12) + еи < 
<и + (Сы +С, а, И и’ + о) ор Нм’ Нор’), (23) 


е р’ такое, что 109) 2 Н' (9), т.е. 1/р’= 1/2 – 1/п. Заметим, что в 
лу (1) 
Па Иры |, + Су Па + 1 Г) 1+ НЕА, 


е в силу (19) и (22), 1/4) | < Си На + С” < Сз. Поэтому в 
лу (22) 


т т 
Ги’ 1а < 2 Гры В а + Суат Саз, О<т<Т, (23") 
о 


ри помощи этого неравенства, проинтегрировав (23) по г и восполь- 
вавшись неравенством Юнга, получим 


Т т 
тт + уни И 4: < Св + С 7 Иди ПО, (24) 
ак как 
(и) Нор < Сав Им" + Ни о, ) «Сао На + аР), (25) 


е рз = р.п (см. (1.41), где ро = р, р, = 2, и теорему 1.1), то правая часть 
24} ограничена константой, зависятей лишь от || и (0) ||, и от Т. Оценив 
м] при {> 0 через || 2,и|і, из уравнения (1) получаем утверждение п. 5. 
.6) Ограниченность 5; из Н? в Н? при ограниченных г основана на не 
лвенстве 


А 
[им (т) 12 + Ни (2) 114 С, _ (26) 


, 
Зоз 1151 ло 


(где Со зависит от [и (0) 1), которое выводится при помощи оценок, 
аналогичных (24), (25). Из оценки для. решений уравнения вида (1), рас- 
сматривасмого как эллиитическое уравнение с известной функцией д, и, 
имеем 


Пи [5 < С. 1: (Пд и | + ПУ) + ий, +151), 0б<:<Т (27) 


Отсюда и из (26) получаем ограниченность 5; из Н? в Н? при ограничен- 
ных 2. 

Равномерная (НМ', А!) ограниченность при г > Овыводится из п.2,3 и 
4 в силу предложения 2.3. 

Равномерная (Н?,Н?) ограниченность следует из и. 2, 3, 5 ииз (А?, Н?) 
ограниченности 5; при О «г < 1 в силу предложения 2.3. 

7) Существование ограниченного в Я Н-поглощающего множества Во 
следует из оценки (16). Множество В, = 5, Во также является поглощаю- 
щим, а в силу п. 3 оно ограничено в М'. Множество В, = 5,Во =5. В, Н- 
поглощающее, а в силу п. 5 В. ограничено в Н?. Рассмотрим множество 
Вз = $ Вз. Оно Н-ипоглощающес, и в силу и. 6 В; ограничено в Н?, как 
и В,. Докажем, что Вз компактно в Н*. Положим и (г) = 5,00), и (0) Е 
Є В,. В силу уравнения (1) 


и (1) =а' А! [ди (1) +/(х, и(1)) - С) ди ()-.лиа)+=]. 08) 


Докажем, что все слагасмые в квадратных скобках принадлежат компакт- 
ным множествам в Н (или, короче, компактны в Н) при и(0) Е В). Оче- 
видно, ғ компактно; ХАи(1) компактны в силу (16) и компактносги вло- 
жения Н? С Н. Отображение и >» Г(х, и) непрерывно из Н! в Н в силу ус- 
ловий (8), (9). Действительно, воспользуемся предложением 1.3, где 
Ро = 2, р: = 9 = 2(р, +Ю.Всилу (9) р, <2/(п- 2) и 1/9 22 1/2 – Им, 
поэтому Га 2 Н'. Из предложения 1.3 получаем, что 1/ (и) ~ О) | < 
< Си – оз < С: [и – 91|. Так каки(1) ограничены в А? (и компакт- 
ныв 5!) в силу (27), то/(и(1)) компактны в А. 

Отображение и >» Б; (х) д; и непрерывно из Н' в Н. Так как и (1) ограни- 
чены в А? в силу (27), тои(1) компактны в /7!, и поэтому Б; д;и(1) ком- 
пактны в Ё. 

Докажем теперь, что д: и (1) компактны в Я. Продифференцировав (1) 
по ѓи положив д;и=и’, получим уравнение 

ди’ ади = УЬ, д;и' -- ў (и)и + Ли, и о = 80, (29) 


Где Ро = ади (0) + У Б; д,и(0) + Хи (0) – Г(и (0) (в силу уравнения (1)). 
Очевидно, и’ = мт + и, где 


ди, —аАць=0, ио |,-о= #0, (30) 
д,ио -аАи: = УБ; дџи' – У(и)н' + Аи", иу |,-о 20. (31) 


Так как &о ограничены в Н. то в силу свойства сглаживания ио (1) огра- 
ничены в А! и компактны в Н. 


Докажем, что из (1) компактны в Н. Для этого заметим, что правая 
часть (31) ограничена в 1, (10, 1], Н-1*®) при некотором є > 0. Это оче- 
видно для Ли’ (Г) и для Б; д;и’в силу (26) (в этом случае можно даже 
взять є = 1). Докажем, что /' (и)и’ ограничены в 2; ( [0, 1], Н-**®). Ес- 
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и 1/9 = (1 - 6)/и - 1/2, то в силу предложения 1.1 4 (9) С #*-1 (2) С 
‚ Н*-!. Поэтому, воспользовавшись неравенством Гельдера, получаем 


| Ги’ Пе < С; | Г(и)и' | 0,4 < С ИХ (и) | 0,4, | и’ По, рэ (32) 


пе Ир = 1/2 — Ия, Ци = 1 - а/р' и, следовательно, 1/ (97) = 2/1 – ет. 
[ри указанном значении р’ р (2) 2 Н', ииз (32) выводим 


і 
Ј па) а (Сз ] Па | Е. зир ИХ" (4) 10 аг (33) 
{! 


‘огласно условию (8), 
ИХ" (4) Но. а" < С24 (1+ Пи 172 


ак как в силу (9) р, <4т, то 1/(4’р.) > 112 – є/4. При малых є 
[(агр2) близко к 1/2 и при достаточно малом є Са’р, 2 2 Н?. Поэтому в 
илу (26) и (27) правая часть (34) ограничена константой, зависящей 
олько от В›. Следовательно, из (33) вытекаст, что /’(и)и’ ограничены 
‚ Е. (Н*-*) и ограничена в А, ([0, 1], 5-1) правая часть (31). Поэтому, 
огласно лемме 2, решение и" (г) ограничено в /.., ([0, 1], А) им, (1) 
граничены в И“ и компактны в Я. Таким образом, правая часть (28) ком- 
актна в А?, и(1) компактны в А? и комнактность Вз = 5;8, доказана в 

Замечание 2. Если Ё; (х), Г(х, и) и а(х) обладают дополнитель- 
юй гладкостью по х, то можно, рассмотрев (28) и (29), доказать огра- 
иченность Вз в Н? (5 > 2). 


Ра р): (34) 


6. ДВУМЕРНАЯ СИСТЕМА НАВЬЕ-СТОКСА 


Рассматривастся двумерная система 'Навье- Стокса 
ди +и ди +и, ди — Ди + ӯр = р(х), (У, м) = 0. (1) 
десь х = (х1, х), г> 0, и > 0, м= (и! (х, г), и? (х, 1). ХЕ СЕВ, в, Е 


- (1, (0))?. Изучаются две краевые задачи. В первой на 95 задается ус- 
овие прилипания 


и за = 0. (2) 


Зторая красвая задача периодическая с периодом 27 но ху и х. В этом 

лучае (1) можно рассматривать на торе Г? и предполагается, что сред- 
^ 

ие значения и и бо по Т равны нулю: 


Ги(х. рах=0, Г ро(х)ах = 0. (3) 
т? т’ 
Обозначим через Ни Н, замыкание в норме |||} или 11, иространств 


(22 (2))? или (Н' (9))? соответственно множества Ко = {иЕ (С (2) )?: 

уо =0}. В случае периодического граничного условия на функция из Го 
чаклалдывается. кроме того, условие (3% (в этом суше Я@ = 77) Через 
| обозначим оператор ортогонального проектировзния в (1, (0)17 на Я 
го сужение на (Н' (0)) 2 является ограниченным проектором на Й. 
Обозначим черсз Го оператор - ИА, опрелеленный на (Я? (52007 О Ар. 
Оператор [Го симметричен и положизслен, его минимальное собственное 
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эмачение Ло положительно. В дальнейшем через [и ||, и и! будем обоз- 
начать норму, определяемую соответственно равенством | 1012 = (Лом, и? 
и Пи = (Дом, Сом) на пространстве Н, и Н, = Н, П (Н? (9))?. Эти 
нормы эквивалентны сужениям норм в (А! (2))? и (Н? (9))? на И, и 
Н,. Положим Яу = Ну с нормой 1-11; 

Как обычно, при проектировании (1) на Н исключается из (1) Ури 
возникает уравнение вида 


д9.и+ри +В(и) = Р, = - УПА = р, ро = – ПА, (4) 
те $ = Поо, 2 

В (и) = З(и, и), (и, о)= 1 Фидо 4) 
і= 1 


(см. Ладыженская [1], Темам [1]). При г = 0 задается начальное условие 
и, -о = ио(х), ио ЕН. (5) 


В мом разделе будет сформулирована теорема существования и един: 
ственности решения задачи (1), (2) при л = 2 и указаны основные момен- 
ты се доказательства. Кроме того, будет установлен ряд свойств ограни: 
ченности и непрерывности полугрупп {5;}, соответствующей (1), (2). 
Более подробное изложение некоторых фактов, привеленных ниже, можно 
найти вієнигах Ладыженской [1], Лионса [1], Темама [1]. 

Теорсма 1. ‚ Справедливы следующие утверждения: 

ту Задача (1), (2) приз © Ну имест, и притом единственное, решение 
и (1), принадлежащее пространству 1. (0, Т], Н) 71, (0, Тр, Н,). 

2) При этом дис. ЦО Трн, ). 

3) Имеют место оценки: 


Им (г) №? «мо ||? ехр (-- УХ лог) + ито (1 — ехр (- Хог) ,, (6) 
Г. 
Ни(Т) |? +2] Ним (т) 1 ат < То е2, + мо 12. (7) 


4) Полугруппа { 5,} (Н, Н) равномерно непрерывна. 

Доказгтельство. 1) Сушествование решения устанавливастся 
на основе метода Галеркина. Пусть {е;,ј/ Є М} — система собственных 
функций оператора Ё из (4): 


Ге; = еу, еЄН,. 


Приблнженное решение ии, (х, Г) = ит (Г) задачи (1), (2) по методу Галер- 
кина ищется в виде 


т 
иһ = Сп} (1) 6, 
ј= 1 
причем и,, удовлетворяет следующему уравнению: 
З:ит +Гит + Пт В(ит)= П, 8, (8) 


гле П» — ортопроектор в Н на Еж = [е,,..., ет]. При г = 0 задается на- 
альне условие 


ило По иот Мот эо в Н, ио «Ио |, (9) 
ь2 | 


Эчевидно, задача (8), (9) эквивалентна задаче Коши для системы обык- 
новенных уравнений первого порядка относительно с„.; (1). Ее локаль- 
ная разрешимость вытекает из известной теоремы существования решения 
задачи Коши для обыкновенных уравнений, а ес разрешимость на всем 
интервале (0, Т] – из приводимой ниже энергетической оценки. Умножая 
скалярно в Я обе части (8) наи, получим 


(1/2) д: Пит (1) + ии, (РИ = Се, ит (2) >. (10) 


При этом использовано равенство ( П„В(ит), ит} = С В(и,.), ит) = 0, 
вытекающее из соотношения ИИ» = ит, Пи = Пт, и формулы 


2 
(Я, и) и)= У Ј (ди!. и!)ах = 
і ј= 19 


2 1 Р 1 2 | 
= У — Гыдии! Рах=- – 5 уә: [м7 ?ах= 0, (11) 
#1=1 29 2 1і=19 


справедливой при и, о Є Ио, а также при и, о Є Н,. Из формулы (10) сле- 
дует 


7” 


| . 
д. и 02 + 20и, 1 ЗЕ о, 1 <- Пе 12, +оо, На. (12) 


Так как 1и|1 > А ои ?, где А, о — первое собственное значение опера: 
тора о, то из (12) вытекает 


д,Пи,, 12 + Хои, 12 (ИЕ. 


Отсюда 
Па, (1) 12 <и, (0) |*ехр (-— иу, г) + 072ү (1 — ехр(- уу), 
уу = Хо. (13) 


Интегрируя неравенство (12) по г, выводим 
Т 
Ниш (ГӘП? +07 Пи, (т) Пат < ТЬ реу + Пит (0) 1. (14) 


Из неравенства (13) следует 
зир Ниш (7)? < ио 12 + оу 2. (15) 
1 


Из оценок (14) и (15) получаем, что последовательность {и„} образует 
ограниченное множество в Г; ([0, Т|, Н,) б 1... ([0, Т], А). Поэтому из 
нее можно выбрать подпоследовательность {им}, такую, что при № > +оо 
им > и слабо в 2, ([0, Т|, НМ, ) и *-<лабо в 2... ([0, Т}, А). Очевидно, и Е 
Е. ([0, Т}, Н) пр... ([0, Т], А) и для и справедливы оценки (5) н (7), 
т.е доказано утверждение п. 3. 

Далее легко устанавливается, что и (1) являстся решением задачи (4), 
(5) в слабом смысле: 


д, ќи, оу +0 (и 0) 4 (Ви) о) = (ро) МоЕКь, (16) 


гле производная по / понимается в смысле теории обобщенных функций. 


Отметим, что из соотношения (16) вытекает (4). Действительно, так 
каки(1) ЕЁ. ([0, 7], А, ), то 


В(и(г)) Є 1, (0, Т],Н_,), Н =). (17) 
В самом деле, 
В(и) = ПХ иди =П 2 д,биѓи) (так как Х дм! = 0). (18) 
} 
Имсем 
Пим 12 < 1и 01а Си 1? [н 02. (19) 
Следовательно, 


Т 
Г Пи! (г) и(г) Па! <сулиб) 12 йи(г) #2 4 < Сѕоріи(г) 12 Ја) Наг. 
о 0 і о 


Отсюда и из (18) следует (17). 
Уравнение (16) эквивалентно соотношению 
д, б, 0) = С-и – В(и) +2, 0). 

Так как – аи – Ва) +2 Є, ([0, Т], Н_,), то отсюда вытекает, что 
д,и+1и +В(и) = 2 в Н, (20) 


т.е. и – решение (4). Отсюда, учитывая (17) и принадлежность и к 
1. 0,7], 5, ), получаем утверждение п. 2. 


Из д, м (1) СГ. ОО, ГН у) ии@) ЕЁ. Со, Т],Н } следует, соглас- 
но теореме 1.6, что и (7) непрерывно по Е в слабом смыслев Я (т.е. и(г) Е 
ССО р). (Более того, как показано Темамом [1], и(е)Е 
"Со, Лр) ) Отсюда вытекает, что имест смысл сужение и ири г = 0 
и что выполнено (5). Таким образом, п.1 доказан, за исключением единст- 
венности, которую докажем в следующем пункте. 


4) Докажем теперь, что полугрупна {5,)} (Н,Н )-непрерывна. Пусть 
и (1) =5, 00, и, (0) = 5, ио,. Вычтем почленно равенства (4), записанные 
лля и(Г) ии, (2), и обозначим м (Г) =н (1) – и, (7). После умножения 
обеих частей на м (7) и интегрирования пох Є © получим 

(1/2) д, 1м (г) 12 + 000) В + 806%, и), м(г)) + 

+(9 (и, м), „(г)) – (9(и, м), м(7)) = 0. 
Как указывалось выше, ( 33 (и, м), м) =0, ( 9 (и, м), м) = 0; следо- 
нительпто, 

(1/2) а, (г) 12 +51 (1) 1 + (90и, и), (1) = 0. (21) 
Имсем 

(3 (% (1), и(2)), и (0) 1< 10) 104 и(г) 1, < 

< С, (Г). (у Ти В < 

$ (0/2) пм) И Са) ВОР. 
О‘сюла и из (21) выводим 

(1/2) д, їм (0) 12 < Сы) ПТ») В, 
ва 


н по неравенству Гронуолла 


: 
(г) 1? < П (0) Рехр(С Л и() 12 аз «С, (Т) (0) Р. 
0 
Из последнего неравенства следует, что йу (7) 1= 10 (7) -и, (1) 1-0 
ири ио — #0: 1-0, т.е. оператор 5; непрерывен из Я в / при любом Е, 
причем равномерно на [0, Т ] при и (0), и, (0), ограниченных в Ё. 

Полагая в (21) м (0) =и(0) – и, (0) = 0, получаем, что м (г) = 0 при 
г> 0, т.с. имест место единственность решения (см. Ладыженская [1] ). 
Отметим, что для размерностей т2 3 области & единственность решения 
начальной задачи для системы Навьс—Стокса до сих пор не установлена « 

Ниже будет доказан ряд свойств ограниченности полугруппы {5,), а 
также наличие у нее поглощающих множеств в различных пространствах. 

Теорема 2. Полугруппа {5,}, соответствующая (4), обладает следую- 
щими свойствами: 

1) {&5,) равномерно пої (Н, Н ) -ограничена. 

2) {5,} обладает Н-поглощающим множеством, ограниченным в Н. 

3) {5.} (Н,,Н,)-ограничена приг > 0. 

4) {5,} (Н, Н, )-ограничена при г > 0. 

5) {5,} (Но, Н, ограничена при! > 0(Н, = Н, П(Н? (0) ). 

6) #5,} (Н, ‚ Н, ограничена при г > 0. 

7) {5,} обладает Н-поглощающим множеством, ограниченным в Н, 
и компактным в Н,. 

Доказательство. 1) Равномерная но Г (А, Н ) траниченность 
{ 5,) вытекает из оценки (6). В самом леле, из ограниченности ио 1? 
и оценки (6) следует равномерная по { ограниченность 15, ио 1. 

2) Из (6) вытекает существование //-поглошающего множества Во 
для {5,). В качестве такого множества можно взять шар 


Во ={иЕН: ћи Й < 207° Аі ЕР}. (22) 
В самом деле, для любого В С (Ш ) норма элементов первого слагаемо- 
го справа в (6) при лостаточно большом 7 становится сколь угодно малой 
равномерно по из Є В. Следовательно, 5,8 СВо приё > Т = Т (В ). 

3) Умножив скалярно в / уравнение (20) на /. и= (1/0) Р и, получим 


1 ] и 
> д, {и В + Ном №? +0 В(и), ои) = (2, пи) < —– {р 1 + т Ром 12. 
р 


Отсюла 
, 3 2 
д, ћи і + 5 р Шон 12 <— е 12 +2 1(8(и), ом) 1 (23) 
у 
Имеем _ 
В < (Г 1и [2 | Уи [2ах): /2 < и №4 1и Ю д. (24) 
е 


Справедливы оценки 
1и їо а С іи 11/2 |ы 11172, 
Уи оа «Си Ни НП. | ‚ @5 


Из соотношений (24) и (25) выводим 

ИВ (и) < С, Ти Пи Чи ИР, (26) 
откуда следует | 

(В (м), Гои) і< Си 12 1а 12/12 и < 

< (012) 110и Ё +С, [и 12 ШОП, (27) 


причем использовано неравенство Юнга. Из (23) и (27) вытекает, что 


2 
д, № (2) 12 +и1и(1) В < – ЕЕ + С, Ти) 12 (г) М. (28) 
и 


Временно отбрасывая член р Їи 12, получаем дифференциальное нера- 
венство 


у' (1) <а+т() уб), уб) = Пи) 13, о = (2/0) Пе ПР, 
Ү() = С, ћи) В 10) 12. 


Отсюда, по лемме Гронуолла, 


НЫ ї Н 
У(г) < у(0) ехр( Гу) ат) +а Ј ехр(/ у(т) ат) 4$, 
0 о $ 


или 


Пе (г) № <и, И ехр(С, Г Ни(г) 1? Пи) В ат) + 
о 


2 р 
4 = 1 № Г ехр(С, / ит) 12 Ти(т) 1 ат) аз. 
о о 


Используя оценки (6) и (7), выводим 
зир 1и (1) 12 «С, (Т, 12 шо |). (29) 


Из неравенства (29) следует, что полугруппа { 5, }, соответствующая (1), 
(2), действует в пространстве Н и является (Н,,Н, ) ограниченной. Возв- 
ращаясь к (23) и интегрируя его обе части, получим 


Т 2 
х їи() 12 < и 1+ ТЕ +С, яр ШОФЕР НОВ. 
© и о<:«Т 
Используя оценки (29) и (6), выводим 
Уы 
[ 1м@) Вес (и В, ТИ 
0 
Из последнего неравенства и из (20) следует, что 
ди ЕЕ, ([0,Т],Н),/ 19,и(г) а < С. (ио №, Т, й у (30) 
о 


В самом деле, из уравнения (20) имеем 
Ч дм (г) РЗС 12 + Паг) В +1В@@)) 12). 
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Из (29) и (26) следует, что 
авир) 12 < СТО) ОВ < С, ОВ, С <С,, 0<г<Т. 


Поэтому В(и(!)) ограничена в/.,([0, Т], Н). Отсюла вытекает (30). 
4) Для доказательства (И, Н, ) ограниченности (5, } при г > 0 умножим 


скалярно в Н уравнение (20) на! Рони проделзем выкладки, аналогичные 
(23) -- (27). Тогда получим 


| 1 
= абаа) В) = 1) В чье м0 В +2080), ви) = 


1 ` у 
={(8, ши) < — 1 12 №? + ги 12. 
р 


Отсюда следует неравенство 
214) <6(0) + у(г)2(0), гле 2(0) = г йи(г) 12, у) = С, Та) 12 0) В. 
Заметим, что сейчас 2 (0) = 0, поэтому по неравенству Гронуолла получаем 


г 11 (г) 15 < Гь) ехр(7 ү(т) ат) а, Ь = 210018]? 
0 $ 


Оценив правую часть при помоши (6) и (7), заключаем 


зир Е йи(г) И < СТ, мо БИ Г), 
0<:<Т 


где С; не зависит от {ио {,. Отсюда следует (Н, Н,) ограниченность полу- 
группы {5,} при тг > 0. 
5) Докажем теперь, что если иу Е Но, то 


ибт, -) № «С; (Т, 1 шо В, Пе р). 


Отсюда, очевидно, следует, что полугруппа {5,} (Н, Н.) ограничена при 
{ >0. Продифференцируем уравнсиие (20) по Е и положим и’ = ди. Тогда 


ди’ + ром’ +3 (и', и) +3 (и, и) = 0 (В(и) = (и, и)). (31) 


Умножим скалярно в Н это уравнение на и’: 
| 
> д, Ви’ 12 + П (6) В + (и, и), иу +09 (и, и), и')=0. (32) 


Согласно (11), (58 (и, и’), и’) = 0. Имеем | 
К Зы’, и), и’ = 1 (и! д;и, и’) |= 1У (ии, ды |< 


р , и , 
< 2 Вы’ Си 10 а 1и 10а < = С, 1 И ив, виа. (3) 


При этом было использовано мультипликативное неравенство вида 
(25). Так как в силу (29) 1и(г)@ <С, УЕЕ [0, Т], то последнее сла- 
гаемое в (33) не превосходит 


С.С, (є 1и (0) И + (14е) Пи’ (г) 12), 
Поэтому, взяв є = //(4С, С, }, выводим из (33) и (32) 
ола. И’ (1 12 + (112) а («С Ки (0) 1 гє {0, 7]. (34) 


‚ Отбрасывая временно член (1/2) и !и’ (2) 12, получим · 


іи") 12 < 1и’, (0) Ре?С 1. (35) 
Из уравнения (20) при Е =4 следует, что 
їи'(0) |< 12и (0) 1+ 1 в(и(0)) 1+ їе 1<С,( {ио 1,, 121). (36) 


Отсюда и из (35) имеем 
Ни ' (6) 02 <С2 (1и, 6, 1 Пе?С?, о<Е<т 
Из уравнения (20) получаем 


(и(1)Ь = . ИГи(г) < - (Те 1+ іи (г) 1+ ИВи(@) 1) < 
< 1 (Вет Ви) 1+ СТО Пи Т, 140) 9272) < (37) 
у 


<- 181+ - и’ (гу 1+ 0 1. + М іи(г) 1-ой. 


Отсюда, следует, что 
1м (2) 1, М. (е и’ и @) 1, 1и@) 1,) «С, (Т, био В, ЕО. 
(38) 


6) Покажем, что еслии]| ;=о ЕМо Е Ну, то решение и (1) Е Н, при! > 0. 
С этой целью используется тот же прием, который был выше применен для 
доказательства свойства сглаживания решений и (г) из Н (при г = 0) в 
Н; (при г > 0). Умножим скалярно в Н уравнение (31) нагд,и(г) = ги : 


1 1 
> д, (еди) 0?) - 5 іи") 012 + реди) В +189 и’, и), и' у + 


+1 (43 (и, и’), и’) =0. 


Последнее слагаемое равно нулю. Применяя выкладки, такие же, как (33), 
(34), получим 


(1/2) 9. @ 1и’@) Р) < 1и) И Се даг) № гє [0, Т]. 


Отсюда, так же, как соответствующее неравенство в п, 4 и 5, выводим не- 
равенство 


11400) В <С,(7, шо В, 18 1). (39) 
Отсюда следует утверждение п. 6. 

7) Множество В; = 5, (Во), 5, =5;| :=1, где Во — поглошаюшее мно- 
жество, определенное в (22), также является Н-поглошающим и притом 
ограниченным в Ну. Это следует из предложения 2.2 и (Н,Н, ) ограничен- 
ности 5, при Г > 0, Далее, множество 5; (В,) = В, в силу (Н,,Н. }-огра- 
ниченности {5,} при Г > 0 и предложения 2.2 является Н; поглошаюшим, 
ограниченным в Но. Так как {5,} (1, Н; )-ограничено, то В, — Н-погло- 
шаюшее, ограниченное в У, множество. 

Покажем, что множество В; = 5,В,, которое, очевидно, является Н- 
поглошающим, компактно в 2. Заметим, что, интегрируя (34) по ғи 


пользуясь (37), получаем оценку 
зр Спи) 15 +19, и +1 19,и 12 4! < Ко (40) 
1610,1 


при и (0) Є В,, где Ко зависит только от В. 

Докажем, что множество значений и (1), соответствуюших решениям 
(4), гдеч(г) = 5,и (0), (0) Є В, компактно в Н,. Для этого потребуется 
доказать, что множество д,и(1) = и’ (1) компактно в Н. Рассмотрим урав- 
нение (31) с начальным условием 


и' о = – В(и(0)) — Ги(0) =», (41) 


являющимся следствием (4) при ? = 0. Решение и ({) уравнения (31) 


представим в виде и’(г) = ио (0) + и; (г), где ио (1) ии, (г) — решения урав- 
нений 


д: 10 +7Ёоио =0, ио 1,-о ЕХ, (42) 


ди: Ио: = –- (ии) - З(@, и’) = да и |, =о = 0. (43) 


Так как / ограничены в Н при и (0), ограниченных в Я) , то в силу свойст- 
ва сглаживания ио(1) ограничены в Н\ и поэтому комнактны в Я. Докажем 
теперь, что и:(1) компактны в Н. С этой целью вначале докажем, что при 


выполнении (40) функции /, (г) ограничены в 2,([0, 1], Н). Действи- 
тельно, 


| (м, < иуи < По о, 1,4 < 


< Сһи Й 1у2 Ны зу < С’ и" |, Ви И, (44) 
И Вы, и) < ата < Пис, < 
< Сие Ни < Си ПиН. (45) 


Согласно (40), используя (44) и (45), получаем 
1 
Ліло 24: < С, Ко. (46) 


Используя это неравенство, заключаем, что и} ограничены в 1. (0, 11, А,) 

константой, зависящей только от Ко, и поэтому из (1) ограничены в Я, 

и компактны в Н. Таким образом, и'(1) = во (1) + и: (1) компактны в Я. 
Рассмотрим (4) при Ё = 1: 


и(1)= 2717 БВ (1) Е ди (1). (47) 


Множество [717 -. 27! д, и (1) компактно в Я, прии(0)Е Вь. 

Докажем, что /7'В(и (1)) компактно в Н.. В силу (45) $ (и, о) непре- 
рывна из СХ Й, в Н. Поэтому Ви = 9 (и, и) вполне непрерывна из 2; 
в Н. Так как и (1) в силу (40) ограничены в Но, то В(и (1}) компактны 
вНиіг'В(и(1)) компактны в Л>. Из (47) получаем, что и (Т) компакт: 
ны в №, № 

Замечание 1. Если #(х) обладает дополнительными свойствами 
гладкости, то множество Вз ограничено в Н, при $ > 2, где $ зависит 
от гладкости #(х) иот 9. 
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В частности, справедлива следующая теорема. 
Теорема 3. Пусть Ў Є Н,. Тогда полугруппа {5,} (Н, Нз)-ограничена 
при г > 0. Кроме того, при \\и(0)1 < &, 0 <є<г<Т7 


19,и(:)1, < С(, 7, К). (48) 
Доказательство. Оценку (48) при и(0) Є Н, получаем, умножая 
выражение (31) на Дои,, аналогично оценке (39). Пользуясь (Н, Н, }- 
ограниченностью 5;, получаем (48) при и(0) Є Н. Из (48), рассматривая 


в (4) /- д,и как известную функцию, ограниченную в Д, , выводим после 
несложных оценок неравенство 


Ни(1) 13 < С(Є, Т, К, ИЛ) при є<г<Т и 


7. КВАЗИЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ И ПОЛУГРУППЫ В С2* °(0) 
ив #2 т") 


1.В ОСА", 0 = Я, рассмотрим уравнение 
п 
д;и = І 2 а (х,и); дуи + 6(х,и, Уи) – ао(х,и) — (х), и [эп = 0. (1) 
0121 


Предполагается выполненным условие эллиптичности 
СТЕП > Хаџ(х,и) Е > ро ЕР, р > 0. (2) 


Функции ар и Б — класса С! *“ пох,ии Уи, ао(х, и) — класса С" пох 


и класса С! *% пои, & Е С(0), 0 <а< 1. Эти функции удовлетворяют 
условиям 


ГУБ, и, Уи) | +1 (хи, Уи) 1 +19. 6, и, Уи)| < 


< Си) +1 Уи), (3) 
РУ: ВС, и, #1 < Сы) +11), 

7 Ьс,и,0) = 0, (х,0, 81, ега =0, | (4) 
а(х,и)ѕірли ә +оо при |и | ә о, (5) 


Очевидно, в силу (5) существует такая монотонная функция у (ғ), г 2 0, 
что (у) -> +оо при г е +оои 


а(х, и)ѕірпи > ү (и |). (6) 


Отметим, что обратная функция №! (и) 2 0 Уь>у (0). 
Будем рассматривать гладкие решения (1), определенные при г > 0 
и удовлетворяющие условиям 


п 
и = 0, [ > ац (х, 0)8, дуи — а(х, 0) – (х) | = 0. (7) 
га і,ј=1 эп 

Приведем в удобной для нашей нели форме и в достаточной для нас 
общности результат о разрешимости начальной задачи для уравнения (1). 
Общие результаты и доказательства содержатся в книге Ладыженской, 
Солонникова, Уральцевой [1]. (Ниже для краткости будем ссылаться 
но эту книгу так: [Л.,С., У.].) 
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Теорема 1. Пусть 8 Е С“(®). 

1) Задача (1) с начальным условием и|,=0 = ио, где иу принадлежит 
С2*“ ц удовлетворяет (7), имет УТ> 0 единственное решение и(:, х) 
из класса У, +«(0,Т)=С! +а/2,2 +а (|0, Т\х 9). 

2) Это решение ограничено в Ү, + „(0, Т) константой, зависящей лишь 
от Т, 1ио 1 с2+а, 141 са, от норм в С“ коэффициентов ау, 6, ао, от кон- 
стант Шо и Св (2), (3) иот уе (6). 

3) Если 0 <т < Т, то и(Е, х) ограничена в Г. + „ (т, Т) константой, зави- 
сящей лишь от т, Т, и от упомянутых норм коэффициентов и от максиму- 
ма модуля и(г, х) ка [0, Т] ХО. 

Доказательство. Существование и единственность решения 
и(г, х) Е ИГ, . «(0, Г) следует из теоремы 6.1 гл. У [Л., С., У.]. Ограничен- 
ность и в С([0, Т] Х 9) по норме некоторой константой Ко выводится 
из свойства (5) и равенства Ь(х, и, 0) = 0 на основе принципа максимума 
(см., например, ниже доказательство теоремы 7.2). Ограниченность и 
в Ир(т, Г), т > 0, при некотором В > 0 константой К,, зависящей только 
от т, Ти Ко, следует из теоремы 1.1 гл. [ книги [Л., С., У.]. Ограничен: 
ность Ухив С([2т, Г] Х 0) константой 2, = А,(К,, т) следует из теоре- 
мы 3.5 гл. МІ [Л., С., У]. В силу этих оценок функции а(х, и) и 
Ь(х, и, Уи) ограничены при / > 2т по модулю константой, зависящей 
от Кз. Функция (г —– 2тди = и, удовлетворяет в силу (1) линейному урав- 
нению 


д: и: — Хау; (х, и) д: ди, = (2 - 2т)(Ь — а - ғ) +и, 

из (әр 20, И, [1=21=0. (7) 
Решение этого уравнения ограничено в ии? ([2т, Г} Х 9) при любом р 
(теорема 9.1 гл. ІУ книги [Л., С., У.]). Поэтому ограничены нормы 
в С?›27, у> 0, функций и; иди, (= 1, ..., п). Следовательно, Б иау 
ограничены в У, (37, Т). Функция и, = (г — Зт)и ограничена в И, . (47, 7) 
(теорема 5.3 гл. ІУ книги [Л., С., У.]). Если у<а, то, положив из = 
= (1 — 4т)и и еще раз воспользовавшись упомянутой теоремой, получим 
оценку нормы ив И, + „(5т, Г) константой, зависящей лишь от максиму- 
ма модуля и в С([0, ТГ] Х 9) м 

В качестве следствия из теоремы 1 получаем теорему о существовании 
полугрунпы (5, }, соответствующей (1). 

Теорема 2. Положим 

Е= С?+°9) П (и: и удовлетворяет (Т)}. | (8) 


Соответствие и (0) -» и(1), где и (1) — решение (1), определяет полугруп- 
пу {5,}, 5; Е > Е, Эта полугруппа обладает следующими свойствами: 

1) 5, } равномерно пот2 0 (С(9), С(® ограничена. 

2) Существует С(©)поглощающее множество Во, ограниченное в С(9). 

3) {5,} (С®), С? + (@)уограничена при ё > 0. 

4) {5,} (С2*%(0), С2*%(9)) равномерно непрерывна. 

5) {5,} равномерно пог >0 (С? (0), С? *“(@) ограничена. 

6) Существует С(}поглощающее множество полугруппы 45,}, ком- 
пактное в С? *“(9). 
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Доказательство. Существование {5,} следует из однозначной 
разрешимости уравнения (1) с начальным условием и |,- о = ио ЕЁ. Суже- 
ние при Г = 7 > 0 решения и(/) уравнения (1) удовлетворяет (7), так как 
на д д; и = 0. Докажем теперь утверждения п. 1—6 теоремы. 

1) Докажем достаточное для выполнения утверждения п. 1 неравенство 


Пи (Оссо) < тах(Ни (0) іса), У (П 1са))), (9) 


где функция у(г) – та же, что в (6). Воспользуемся принципом максиму- 
ма. Пусть (0, Хо) — точка положительного максимума функции и(г, х) 
на (0, Т] Х Я. Так каки | д = 0, то точка хо лежит внутри $), и поэтому 
Уи(го, хо) = 0, Ха, 91д;и(, хо) < 0. Возможны три варианта: либо 
0 = 0, либо 0 < & < Г, либо [о = Т. В первом случае, очевидно, и(ѓ, хо) = 
= и(0, хо) < 14(0) сету. Во втором и третьем случаях д; и (10, хо) > 0. 
В силу уравнения (1) и условий (2) и (4) в этих случаях имеем 


@о(и (о, Хо))= ауд; дуи (10, Хо) — 8 (Хо) — д: и (16,Хо) < 

< (о). (10) 
Поэтому в силу (6) 

у(и(70,хо)) < зир{—8(х),хЕЯ}. 
Отсюда и из указанного выше получаем оценку 

и(1,х) < шах(у "(Сир {-2(),хЕЯ}), зир{и(0,х),хЕЯ}, 0) (11) 


и оценку (9) в случае, когда максимум модуля и(1, х) совпадает с мак- 
симумом и(&, х). Случай, когда максимум модуля достигается в точке 
отрицательного минимума, рассматривается аналогично. 

2) В качестве поглощающего множества возьмем множество 


Во = { иЄЕ: |иЙса) < 9 (сапу +0. (12) 
Докажем, что 
если УхЕЯ 1|и(0,х)| < А, тои(:,.) ЄВ, при #228 (13) 


для любого решения уравнения (1) из И, + „(0,Т). 

Пусть (2, хо) — точка положительного максимума и(г, х) при фиксиро- 
ванном Г. Значение этого максимума обозначим через ф(Г). Множество тех 
точек х Е 9, в которых и(г, х) = (г), обозначим через Х(г). Очевидно, 


Х(ғ) — компакт. Положим М = у (Пасу + 1). Докажем, что 


Заметим, что в точке (1, Хо), где хо Е Х(41), выполнено неравенство, 
аналогичное (10): 


у (и (20, хо)) < ао (и (6 ,Хо)) < —д,и(,Хо) – 8 (Хо). (14) 


Если Яг Є [0, 24| и Яху Е Х(0), такие, что 9: и(ю,Хо)> —1, то из (14) 
следует, что (1%) < Мо. Воспользовавшись (11), где # = 0 заменено на 
1= 1, и тем, что 2А 2 ѓо, получаем 


и(2К,х) < тах (7 ' (1 $ ссу), и(ѓо, Хо), 0) < М, 


и поэтому 42(2^ ) < Му. 
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Таким образом, осталось доказать неравенство ф(2К) < М, в противо- 
положном случае, который и рассмотрим. А именно предположим, что 


Үг Є [0,25] и Ух ЄХ(ғ) ди(%,х)<-1. (14°) 


Докажем, что и в этом случае найдется такое гЕ [0,28], что ф(г) <М, и, 
следовательно, (2А) < Мо. Докажем, что из (14') следует, что УЕЕ 
Є [0, 2К] найдется такое є = е(1) > 0, что ф(Ё + т) < Ф(1) — 27/3 при 0 < 
& т < є. Действительно, положим Х = О { (Г, х): {Е [0,28], хЕХ(:}. 
Очевидно, что (г, х) Є Х, если и(г, х) – (Г) = 0. В силу (14') и непрерыв- 
ности и(г, х), (Г) и д,и(1, х) на [0, Т] Х © найдется такая окрестность О 
множества Х в [0, 7] ХО, мо при Е хХЕО д;ц (1, х) < 2/3. Если го 2 0, 
1 < 2К, то найдется такое є > 0 и такая область © С Я, что Об = 0-Х 
Х {ЕЕ [0, 28]: в -Ее<ЕЗь +6) СО, (Соу УЕ | – є,1 + є]. 
Пусть 1 << г +є, п <2К, х, Е Х(г,). Тогда 


и(х:, 11) = ] д;и(х;, 0 +0) 40 +и(х! , го). 
0 


Так как в © д,и < –2/3, то І 
фе: )=и(ха, 11 )< (2/3) (7, – ю)+и(хь, 5) (2/3) (0, — г) + (№). 


Рассмотрим функцию (Г) + (2/3)г. Эта функция монотонно убывает: 
ф(ё + т) + (2/3)( + т) - (20 + (2/3) г) < 0 прит> 0, г + т < 2А. Так как 
+(0) < К, то ф((3/2)К ) < 0. Таким образом, и в том случае, если выполне- 
но (14'), 42) <М.. 

Аналогично доказывается, что › ими (2К,х) > —-Мо. Отсюда следует (13). 

3) Пусть и (т) = 5 чо, 0 < т < Т, ио =и(0)Е С(9). Согласно теореме 1, 
норма и(т)в С 2+ (<) ограничена константой, зависящей лишь от ѓ, т 
и нормы и (0) в С(9). 

4) Если и ио -- два решения уравнения (1), то м = 0 -— и -~ решение урав- 
нения вида 


п 


д, № = 2 ау, (х,1) 9,03 м+ Бр (х, (дум + с (х, Ом, (15) 
1,1=1 


м [за = 0. 


Здесь а, (х, 0), БР (х, Е), со (х, г) выражаются через а, (х, и(г, х))д, д;и — 


~ ац (х, обї, х))д, д;о и аналогичные выражения, содержащие Б и 40. Поэто- 
му в силу ограниченности и ир в Г), . „ (0, Т) коэффициенты ар , Ь? и с 
уравнения (15) принадлежат /,(0, Т). Для решения таких уравнений 
справедлива оценка 


Пи у +а(о, т) < СИ (0) с2а су. (16) 


(Доказательство см. в [Л., С., У., гл. 1У].) Так как № = и -- о, то из этого 
неравенства следует равномерно непрерывная зависимость 5,00 от цо. 


(в (16) С зависит лишь от Г иот норми нов И, ‹ „ (0, Т)), и п. 4 до. 
казан. 


5) При 0 < {< Ти иь, ограниченных в С? *“, нормы 5,и в С? *® огра- 


| 


ничены в силу п. 2 теоремы 1 константой, вообще Говоря, зависящей от 7 
Но, поскольку в Силу п. 1 и(ғ) ограничено в С(Ә) при 0< г< Т константой 
не зависящей от 7, и при {> 1 5, и, = 5:15:10, ТО иу =5;_1и0 равно 
мерно по { ограничено в С(9). Поэтому в силу п.3 $,и, ограничен 


в С2*а(0)и 5, Равномерно по г ограничено в С2 *“ (0). 
6) Пусть В, – С(® }поглощающее множество, ограниченное в С(9) 


(см. п. 2). Согласно п. 3, множество В; = 5, В, ограничено в С? +9 (у 


Докажем теперь, что множество В; = 5, В; компактно в С 2 + (0). Заме. 
тим прежде всего, что множество О, функций и(1) = 5,0, где чо Є В,, 
Ограничено, согласно теореме 1, в И ,.(0, 1) = Уз + а константой Ко, за- 
висящей только от В,. Положим (г) = ги(г), где и (г) Є О,. Функция (г) 
является решением уравнения (7’), где и1(1) = 9, т=0. Заметим, что 
отображения и -> Ь(х, и, Ҹи), и эа, и) непрерывны из Из+а Вв И. 
Так как множество О, компактно в И +а из-за компактности вложения 
на СИ, ча, то функции 8, (и) = (6, и, Уи) — @о(х, и) — #(х)) +и 
образуют компактное множество в И... Уравнение (7') имеет вид 

д,о – Хаџ(х,и)дџ дуо = в, 01,-0 = 0. (16) 


Решение и этого линейного уравнения непрерывно в И) ‚ „ зависит от 21 ЕЙ, 
(доказательство см. в [Л., С., У., гл. №|). Прии ЕЦ; у ограничены 
В Из, „2. Учитывая, что отображение и эа (х,и) непрерывно из И, в И, 
заключаем, что решение и Уравнения (16’) непрерывно в С? *% зависит 
оти Є И, при фиксированном 21. Это видно из ТОГО, что если и; иу, соот- 
ветствуюти:, из Е О, тоу, — 02 является решением Уравнения 

д, (и; ~) – Ха, (х, и, (и: – 9: ) = $ (ау (х,и) — ви (,и,))о = р,, 
причем 2 > 0в И, при и; Зи) в И.. Так как у непрерывно зависит в И.о 
от 4; ЕТ ииЄу,, где 81 И и принадлежат множествам, компактным 
В Ио, получаем, что множество всех у компактно в И +а пПрииЕ О. Следо- 
Вательно, так как Оператор сужения и + р (1) непрерывен из Г. + 
в С? *“ (9), множество у(1) = и(1) компактно в С? *“ (1) при ие 0,. 
Так как В, = 5, В, состоит из значений и (1) при и є О, то множество В, 
компактно в С2*%(()) Так как В. =5,Вџ,аВ, — поглощающес, то и В, — 
поглощающее, и п. 6 доказан в 

Замечание 1. Если функции ауу, 6,2, ао обладают дополнительной 
гладкостью по х, то так же, как в теореме 2, доказывается, что существует 
поглощающее множество в СВ ‚В> 2 +а. 


2. Рассмотрим теперь на торе Т" (или, что то же самое, на В” с периоди. 
ческими граничными Условиями) уравнение 


д:и = Ди -Л(и)-#(х) + ли, 20, (17) 
где 8647"), рэ 2, р>п, ГЕ Сі+р), 
(и) > 0, (0) =0. (17°) 


Обозначим через {Л = (' (0, Т) пространство решений уравнения (17), 
а. именно о Є И", если выполнены два Условия: 1) уЕГ..([0,Т], и» (Т”)), 
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д; (ди)? Є1,([0, Т], 1,(7")) У. Через Е обозначим пространство 
гальных данных, Ё = №) (Т”) (берем р четное). 
Теорема 3. Пусть иу Є Е. Тогда У Т> 0 существует единственное реше- 
еи() = и(г, х) Е О! уравнения (17) с начальным условием и(0) = ид. 
Доказательство. Построение решения проведем, не опираясь 
галеркинские приближения, как это обычно делали, а приближая #(х) 
ткцилми из С“(Т”) и получая решения из И! как прелел решений 
Г. ча- 
Для простоты обозначений ограничимся случаем, когда р — целое четное 
сло. Если & Е С“(Т”), а > 0, то, согласно теореме 1, справедливой и 
случае $ = Т", решение и(г, х) уравнения (17) с начальным условием 
0, х) = ио(х) из класса С? *%(7") принадлежит классу И. ,„(0, Т). 
значим через С отображение (ио, 5) э и, С: С? *“(Т”) Х С“(Т") > 
Г, + (0, Т). Чтобы построить решение уравнения (17) приио Є И} (7"), 
кажем, что отображение С продолжается по непрерывности до отображе- 
я С: ИСТ") ХІ (Т") ә И" (0, Т), причем отображение С — ограни- 
нное. 
Докажем вначале ограниченность С. Для этого умножим (17) на 


79,(9;,и)? –! и проинтсгрируем по Т”. После интегрирования по час- 
м получим 


У (/09,9;и) (ди)? – {ах – Ј(АӘ;и)(дџи)? – ах + Ј/'(и)(ә;и)?ах) = 
Р 


= ЗАРА + (р 0/6) (ш)? (аи) ах (18) 
і і 


есь и ниже интеграл по х берется по [0, 27]", а сумма по і — от 1 до п. 
реобразуем теперь первые два слагаемых в (18). Очевидно, 


(а, аша)? "ах = 5 ја ашуға 19) 
3 (Ад;и)(дџи)? ‘ах = (р- О драм (дни)? ^^ душ = 


= РО > (а, (91и)Р!? ах. (20) 
р ј 


читывая (19) и (20), а также условие /(и) > 0, выводим из (18) 
(1/р)д, | Уи [2/22 + 2 4(1/р — 11р?) д; (;м)?/? 1? < 
.ј 


< И Уи [2/2012 + (24р) ед 1Р/2 1 |0; (9;м) 272 |. (21) 
і 


десь {1 Уи|?/? ||? = ХУД д,и|Рах. Аналогично, умножив (17) на и? !, 
олучаем неравенство 


(1/р)д, Нм о, р + (0р – 0/02) а; иг?) < 
1 


< АНиР!? |2 +1872 27Р |иР/2 |2 27Р. у (22) 


‚ Зак. 1061 | 65 


из неравенств (21) и (22) следует оценка 
д, и + 2401 - Мр) д; (Ә;и)Р!? |> + 4(1 – ие) д.иР!? || < 


< С (Е 15, р + Пи | 1,р + и ИР о, р) #+'6Р 21 эбаш)? Р. (23) 


Из этого неравенства, взяв малое є, єр < (р - 1)/р, получим 
д, Нох р + ох пә; (9,м)Р/2 + р Нд;мР!/2 |2 < 
1 


< СНЕ? еси» р (24) 


где р> 0. Отсюда .. 
Ни р < С, Им) И, р + С, 8119, р (25) 
Т 
ГИ калд" Ра! < С, Пи(0) у „+С, ПО, р (26) 
о 


где С,, С, зависят от Т. Из оценок ‘(25) и (26) следует ограниченность 
оператора С: ио -* (г, х) изЕвЦ!. 

Докажем теперь непрерывность С из Е Х Г, в 07! на С?“ Х С“, Для 
этого запишем два уравнения (17) СЕВ; иё = Е з, начальными условиями 
ио(х) и 00(х) и решениями и(/, х) и 0(7, х) соответственно. Обозначим 
= и — 0, мо = о — 0. Вычитая уравнения (17) для.и ио, выводим 


д. м= Ди – (Ло + м) – (0) + Ам — (81 - 82). (27) 
Оценку для м получаем аналогично оценкам (25) и (26). Укажем лишь 
на отличия, возникающие при оценке снизу У; = – (7 (0 + м) — Л) Х 


Х д, (9; м)? – ‘ах. Очевидно, 

Л= 5, (уо +) о) (ж)? 1а = [Го + (арм Рах + 

+ о +) 7) дуо (Әм)? ах. 
Так как 2 0и Г (0+ м) — Л. (5) < Со | м |, где Со зависит от норм о, и, 
о+м в С(Т") 2:00 (Т) прир > п, то 

Л 2-Со Гм 1-19001-192-1 > С, Ма [ рдг [2 Тах 
Воспользовавшись неравенством Гельдера, получаем, что 

Л > Сом Ис доо, р ИЗ о р- (28) 
Так как р > и, согласно теореме вложения Соболева (см. теоре- 
му 1.2), Е = \,(Т") С С(Т"), а о ограничено в Е, то из (28) заключаем 

Ј 2-С, Им, (29) 
где С; зависит лишь от норм и и ов Ё, которые в силу оценки (25) огра- 
ничены при ограниченных из и &. Используя оценку (29), получаем не- 
равенство, аналогичное (23), где вместо м подставлено у. Из неравенст- 


ва (23) следуют (25) и (26), где и заменено на м, 2 — нар; — #2. Из этих 
неравенств вытекает непрерывность С (и, Е) по (и) ЕЕХЁ,(Т”). 


Заметим теперь, что `С(Т") плотно в Ёр»(Г”), а с?*е(т") плотно 
в 0 (7). Поэтому, приближая ғ Є 2, (Т" у” и № 'Є 0 (7") гладкими 
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функциями и и Ооп, получаем функцию и(г, х) Є И" (0, Т) как предел 
гладких решений и, (7, х). Легко видеть, что и(#, х) является обобщенным 
решением уравнения (17). =. 


Теорема 4. Уравнение (17), где ғ Е С“(Т”), а } удовлетворяет, поми- 
мо (17’), условию (5) ‚ где ао = ў, порождает полугрупну &5,},5,: Ир (Т") = 
- №, (Г”). Эта полугруппа обладает следующими свойствами: 

1) (50 (С(7"), С(Т"))-ограничена равномерно по Е при 20. 

2) Существует С(Т")-поглощающее множество, компактное ё С?Т"). 

3) {5,} (С(Т"), С? * (7 ))-ограничена при г> 0. 

4) {5} р”), Ю(7"))-непрерывна. 

5) {5, } равномерно пог2>20 (И (Т"). И’ (”)} ограничена. 

Доказательство. Пусть и Є ур (7). Тогда, как было доказа- 
но выше, соответствующее ио решение уравнения (17) принадлежит 
1...0, ТІ, №» (Т")), р > п; следовательно, Аи Є 2... ([0, Т], Н ЧТ")). 
Так как И›(Т”) С С(Т”), то Г(и) Є 2... (0, Е], С(Т")). Поэтому в си- 
лу (17) ди ЕЁ. ([0, Т], Н'(Т")уииє С(0, Т], Н" (Т")). Следова- 
тельно, определено, сужение и(Г) при каждом ѓ (непрерывно зависящес 
отгв Я"! 67”)). В силу построения решения и (2, х) операторы $,, опреде- 
ленные на И, (Т”), 5;: и(0) > (1), являются продолжением по непре- 
рывности операторов полугруппы, определенной на С2"“(Т”). Дейст- 
вигельно, отображение ио +» С (4%, #) = и -и|, =; = 5.и непрерывно из 
ир(Г") в И, (Г”). Это следует из (25) и (26), где, как доказано в конце 
локазательства теоремы 3, можно в качестве и взять и! (1) и (7), меин, — 
решения уравнения (17). Поэтому 5,0 Е И(7") при но Є №р(7"), т.е. 
операторы 5, действуют из Ё в Е. Эти операторы непрерывны на С?*“ (Т”) 


в топологии Ё и, следовательно, так как С +“ (7”) плотно в А, непре- 
рывны на Ё. 


Таким образом, существование полугрупиы {5,} и ее непрерывность 
(т.е. п.4) доказаны. 


Докажем н..3. Пусть В = {иЄ Е: Ни|с<К}, В'=ВПС? *%. Множест- 
во 5,8', г > 0, ограничено в С? *° в силу п. 3 теоремы 2 и компактно 
в С?*7 при у < а в силу компактности вложения С?*“(Т”) С С?*7(7”). 
Множество В, = 5, В`ограничено в С?*7. Действительно, В является замы- 
канием В'в \№/,(Т"). Так как 5, непрерывно из №) в №, то В, содер: 
жится в замыкании 5,В' в Ир. Так как 5,8” компактно в С?*7, то из 
любой последовательности, лежащей на 5,В’и сходящейся в №}, можно 
выбрать подпоследовательность, сходящуюся в С?*Т. Поэтому 5,В огра- 
ничено в С?* 7. 

Оператор 5, суженный на С?* Ў, обладает свойством сглаживания, т.е. 
5. ограничен из С2*7 в С?2*“ при є > 0 (это основано на том, что при 
и (0) Е С?*7 и(г) Є У, „(0, Т) ии(г)-Є И, с (е, Т) при є > 0 (см. послед: 
ний этап доказательства, п:. 3 теоремы 1). Поэтому 5, В, = &,,. В ограни- 
чено в С2*“. Отсюда следует утверждение п. 3. 

Существование ограниченно в С С-поглощающего множества Воо 
получаем из п. 2 тсоремы 2, переходя к замыканию 5; в р. Поглощающее 
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к + 40 — 512200 ограничено в Со > в силу п. 5 теоремы 4, а 65; = 
= 5$, Во компактно в С?*“ в силу п. 6 теоремы 2 и таким образом п.2 
доказан. 

Ограниченность {5,} из Ев Е при 0 <: < Т следует из ограниченнос- 
ти С, доказанной в теореме 3. Ограниченность при т < Ё < ® множест- 
ва 5,8, где В ограничено в Ё, а следовательно, и в С(Т”), вытекает из 
ограниченности 5,В в С(Т") У г2 О ииз того, что, в силу п. 3, 5,;,В = 
= 5,5, В ограничено в С?*“(Т”) и, следовательно, в Ё м 

Замечание 2. Был рассмотрен случай, когда ғ Є С“(Т”), для того 
чтобы можно было воспользоваться свойствами 5, из теорем 1 и 2. В слу- 
чае, когда # Є Г, (Т”), поглощающее множество будет ограничено 
в И» (Т"),а {5,} будет (И? СТ"), 2 (Т") ) ограничено при Е > 0. Дока- 
зательство этих фактов слишком громоздко, поэтому здесь ограничи- 
лись рассмотренным в теореме 4 случаем. 


8. ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ С ДИССИПАЦИЕЙ 
Рассматривается гиперболическое уравнение 
деи + 79, и = Ди – Г (и) —8(х), и|эп=0, 2 ЄК", у>0 (1) 


с диссипативным членом простейшего вида 7д;м; &(х) Е Г. (®). Предпо- 
лагается, что функция /(и) = Еи) удовлетворяет следующим условиям: 


Е(и) > -(, ~ є)и? - С УиЄЕ (>0), (2) 
причем 

Г 70) ао = Еш) < Сиди +С, +0, - еи? 2, (3) 

о 


где А, — первое собственное значение оператора —А (с граничным усло- 
вием и |р = 0), А, > 0. (Заметим, что условие (3) вводится лишь для 
простоты изложения, от него можно освободиться (см. лемму 2).) Накла- 
дывается также условие 


17и) < Са+ [и р), | (4) 
гдер < 2/(п — 2) припи > З и р произвольно прил = 2. 

Задача (1), очевидно, эквивалентна следующей системе уравнений: 

д,и = р, 


д,р = үр + ди - (и) – 8(х), и |0 = 0, (5) 
которую можно короче записать в виде 

д,у = Ау, у= (и,р). (6) 
Через Ё обозначается знергетическое пространство 

Е= {у= (и,р): НЄ, рє1,(9)). (7) 
Уравнение (1) или (5) рассматривается при начальных условиях 

и |1=0 "Ио, д,и1,=0 =Ро или уі, =0 = (ио,ро) = Уо, (8) 
где уо Є Ё. | 
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Теорема 1. 1) Если уу = (ио, Ро) ЕЁ = Ні Х Г, , то задача (6), (8) имеет, 
и притом единственное, решение у(г) = (и(1), р(#)) (Ра) = д:и(1)), при- 
надлежащее 1... (В ., Е). Кроме того, у Є С(Е). | 

2) Полугруппа {5,}, соответствующая (6), (Е, Е}равномерно не- 
прерывна. 

3) Полугруппа {5,} равномерно по 12 0 (Е, Еуограничена. 

4) Полугруппа {5,} обладает Е-поглощающим множеством Во, ограни- 
ченным в Ё. 

Доказательство. Существование решения задачи (6), (8) при 
ус ЕЁ устанавливается с помощью метода Галеркина. (Это делается так же, 
как в книге Ж.Л. Лионса [1, гл. Н. Отличие, состоящее в наличии члена 
уүд,и в уравнении (1), не вносит существенных осложнений. Ограничимся 
здесь формальным выводом априорной оценки, на которой основывается 
теорема существования и которая нам нужна для доказательства н. 3. 
Эта оценка обосновывается, как обычно, методом Галеркина. Умножим 
уравнение (1) на д;и скалярно в Н = Р.. В результате простых прсобразо- 
ваний получаем 


1 . 1 
а, Ид, |2 + > д.1 Уи + уди + 9. Ри) 4х = —(#,д;и), 
где Е(и) — та же, что в (3). Интегрируя это равенство по #, выводим 
хо) - КО) +1 Гали Рат 0, | ө 
где у(г) = (и(г), д,и(1)) = (и, р)(0), 
хо) / 1р тив ++ ах. (10) 


(Подробное обоснование формулы (9) дано Бабиным, Вишиком в рабо- 


те [6].) В силу условий (2) и (4), так как (и) = Е(1) + Г гот, 
имеем | 

—(, - ви? -С<Е(и) < Са+|и|?*7). (11) 
В этом разделе определим норму в Н! равенством [1/15 = 1 Зи. В си- 
лу (10) и (11), учитывая, что „+2 (9) 22 (9) при р < 410 – 2), имеем 

К(у) > (1/2) 1рІР +еи ії - Со, | 

(уу < (Ир + 1и 1 + Суи 2 2 + С. (12) 
Из (9) и (12) вытекает 

Пу) ПЕ = Пр +1000) 16 < Сз (у) + Са < 

< С,К(у(0)) + С4 < С; (Пу (0) 12, + (0) 1072) + С,. (13) 
Следоватсльно, если | (0) ғ < №, то {у() Е < СОМ) Үг 0, тс. полу- 
группа {5,} равномерно по { (Е, Ё) -ограничена, и п. 3 доказан. Единст- 


венносль решения и непрерывность 5, доказывается примерно так же, 
как в теоремах 6.1. и 3.1. Уравнение относительно разности м = и; ~ и; 


“д ыуыакиаа є различными начальными данными Ио! И Изо имеет вид 
02 + уд = Дю – (ил) – Ли). 
Умножая это уравнение на д, м, получаем неравенство 
(1/2) д,1Ә, м |? + у НӘ, № 1? + (1/2), 11 < ИЛ.) – (и) - Ид, м ПІ. 
Основной момент доказательства — это оценка 
НУ, ) - Лиз) И < С[и, -и) 11; (13') 


где константа С ограничена при м; и из, ограниченных в Н'. Неравенст- 
во (13) справелливо при выполнении условия (4) в силу предложения 1.3, 
где ро = рз = 2, ру = 2п/(п ~ 2) (Н' СІ. ). Поэтому при указанном 
условии справедлива оценка 


д, Ид: №12 +, 12 < С +1, м 12), 
откуда выводим 
№ д, (2)? +1 (г? < С, (ПӘ (0) 12 +1 (0) 2). 


Отсюда следует непрерывность 5;. (Отметим, что существование решения 
задачи (1), (8) доказано в случае произвольного показателя р в (4) (см. 
Лионс [1]).) Принадлежность у к С(/7), т.е. непрерывность по гв Е, вы- 
водится из уравнения (1), где —/(и()) — #(х) — уд, и(г) = Ръ(Е, х) рас- 
сматривается как известная функция — правая часть линейного неодно- 
родного уравнения 


дли — Ди = Е, х). 


Согласно теореме вложения Соболева, А! (9) С 2. (8) , глеа = 2и/ (п ~ 2). 
Поэтому, так как и Є Ё..(Н' ($2}}, а / удовлетворяет условию (4), то 
(и) ЕЁ... (1. (9)). Следовательно, Ао Е 1. (Ё2) и, согласно теореме Лион- 
са и Мадженеса ([1, гл. ПІ, разд. 8.4] ), ие С([0, Т], Е). Таким образом, 


п. 1—3 установлены. Для дальнейшего отметим, что из (9) УЕ, 1%, г, < 
‚ &<:. вытекает оценка 


Л 
ү | Нд, м (т) |? ат = КО(е,))- 200000) < Суб) ПЕ) 
и, следовательно, 
< = | 
ГИ дли(т) 1 ат = Ц Пр) 1? ат < тс (Пу(О) ПЕ). (14) 


Лля доказательства п. 4 введем, следуя Морозову [1], Аро [1], функ- 
ционал 


Ф(у) = Ф.(у) = (1/2)1р Н? + (1/2) Уи |? + Еи), 1) +0 и) + 

+зби, р), (15) 
где 1 > п> 0. Если (и({), р(г)) — решение системы (5), то, дифферен- 
цируя (15) по г, получим в силу (5) 


д.Ф(у(0)) = (п ~ Ур р) – үпби, р) - п( Уи, Уи) – пи, Ги) — пби, Е). 
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В силу условия (3) отсюда при достаточно малом 7 > 0 следуст оценка 


д,Ф(’(г)) < _6, (< р, р) +(Уи, и) + (Еи), | у) + С, 
откуда получаем 


9,Ф(’) < —5Ф(у) +С, 5>0, и 
где Со и 5 не зависят от решения и. Поэтому при любых 1, т > 0, г 2 
00) < ФО(т)е ° И-П + Соб. 16) 
Из этого неравенства следует, что | | 
= {уЄЕ: Ф(у) < 260/8} (17) 


являстся Е-поглощающим множеством для { 5, }, ограниченным в Ё. 
Действительно, для любого ограниченного множества В С Е 5, (В) С В, 
приг > Т = Т(В), так как ВС. { у: Ф(у) <А} при К? 1, а первое слагае- 
мое справа в (16) (гдет = 0) становится сколь угодно малым при доста- 
точно больиюм Г. Множество Во ограничено в Е, так как Ф 2 є(| Уи |2 + 

+ 1р1?) - С, є>0—и 

Аналогичная теорема имеет место лля полугруппы {5,}, рассматри- 
васмой в пространстве Ё, = (Но ЦН”) Х Но. 

Теорема 2. Имеют место утверждения 1—4 теоремы | с заменой Е на 
Е,. При этом в случае п < 3 на { налагаются прежние условия (2), (3), 
(4) иу ' (и) > - Сапри п > 3 требуется дополнительно! чтобы \Г'(и) |< 
<СУиЕ К. 

Доказзтельство проводится аналогично доказательству георемы 1. Одна- 
ко оно требует некозорых новых выклалок, на которых и остановимся. 

Докажем равномерную по г (Е, Е, ) ограниченность полугрупны { 5, } 
(п. 3) прил > 3. (Для л = |, 2 доказательство аналогично.) С этой целью 
продифференцируем по ѓ уравнение (1): 


д:р({) + үд,р(г) = Ар(г) -Г’(и)р(), р = Ә,и(0). (18) 
Рассмотрим функционал 
Н, (у) = (12) д.р? + (1/2) | Ури", у = (и, р), р = ди. (19) 


Пусть у = у(г) — решение уравнения (6). Возьмем производную по ѓ функ: 
ции А, (у (1)) = Н, (71). В силу (18) имсем 


д,Н, = (8:р, д?р — Ар) = —71 д.р |? — ДУ @рдграх. 


Отсюда получаем | 
і ГА ] і | 
д,Н; < - Ц (и)1? р? ах < ТИРЕ (и) Но, =. | (20) 


Рассмотрим сначала случай п = 3. Согласно условию (4), || /' (и) 5. < 
< Са + ИиЦо- ), а в силу неравенства Гальярдо--Ниренберга при и = 3 
имеем 


Ни 10, = < С, 1и 11. Пи. (21) 


* Условие !Г’(и) | < С можно ослабить аналогично тому. как это сделано в замс- 
чании П.41 используя рассуждения. аналогичные тем, которые проводятся в до- 
казательл ве теоремы 11.4, 2. 
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зак как и 


Ни И: < ПУНЕ < С. 100) 10), | (22) 


выводим из (20) - (22) 
д.Н: < С: (1 У(0) НЕИРрР@ И? а +Пи( 13). (23) 


Для оценки |1и(1)||2 умножим уравнение (1) на Ди в 1, (Я): 
(д.р, ди) + (р, Ди) = (Ди, Ли) + (7 (и) Уи, Уи) - (2, Ди). 


Отсюда в силу оценки снизу /’(и) > – Си (Е Е)-ограниченности {5,) 
имеем 


Ни [2 < С. (Әр? +ИРИ? +1 Уи |? +Н ЕЦ?) < 
< С$ (И д:р 2 + ПРИ?) + Се (И (0) П). 
Следовательно, 
(+Ны |2) < С7(1 (0) ИЕ + ДА +Нд:р 1?) < 
< С, (1 у(О) НЕ + Па +, (1). 
Отсюда и из (23) получаем дифференциальное неравенство | 
д:(Н\ (2) +1) < С, (И у(0) ПЕРО (1 +В, (0). 
В силу (1.28), где у = Н, (7) +1, А 
Н, (©) +1 < (Н, (0) + 1)ехр(С Л Про) [2 ат). 


Оценив правую часть этого неравенства при помощи (14), выводим оценку 
Н, (© < М УЁР 0, М = М У(О) ПЕ, Н, (0)). (24) 


В случае п > 3 при ограниченной /’(и) вывод аналогичного неравенства 
проще. В самом деле, в силу условия теоремы, в этом случае {/'(и) | < 
< С, поэтому из (20) следует 


ғ 
д,Н, < СИР и Н, (0) < С, Ј Пре) 1 ат +Н, (0) 


и (24) справедливо в этом случае. Случай 1 «п < 3 рассматривается ана- 
логично. 

Из (24) вытекает равномерная ограниченность полугрупиы {5,} в 
пространстве Ё;. Действительно, если В Є Э(Е), то для у(0) = (и(0), 
р(0)) Е В нормы || у(0) 1, = 1и(0) И, + 11000) Ц, ограничены, следо- 
вательно, в силу уравнения (1) нормы |1 2,р(0) || также ограничены, 
ограничены и Р, (0). Отсюда и из (24) следует, что ограничены также 
равномерно по 227, (1), а значит, и || у (г) Пе, . 

Докажем п. 4, т.е. что полугруппа {5,} обладает Е, -поглощающим 
множеством. Для этого аналогично вышеизложенному в п. 4 теоремы 1 
рассмотрим функционал 


Ф, (у) = Ф, (у) = (1/2) Ә,р1? + (1/2)1 7р? + 7(0,р, р >. (25) 
Очевидно, что при малых п, 0 < т< (1/2) А!/?, где А, — первое собствен- 


ное значение оператора —Ди (ип = 0), 11 (р, 2,р)1 < (7/ МА) Пр, Әри < 
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< (1/2) Н! (у), где Н, (у) определено в (19); поэтому 
(1/2)Н: 0) < Ф.у) < (3/2) Н, (у), (26) 


т.е. функционал Ф, „(у) эквивалентен /, (у). Взяв производную д,Ф „(у(!)) 
в силу уравнения (18) получим, как выше, что при малых п д,Ф; п + 
+6.Ф:1<А, 6 > 0. Отсюда следует, что 


Ф100) < $, (0)е— 52* + К/8,. (27) 
Согласно (27), в качестве Ё,-поглощающего множества можно взять 
Вз = {у = (ир): Ф,„(у) < 2К/6}. (28) 


Заметим, что в силу (26) множество В, ограничено в Е,. Из (27) следу- 
ет, что 8, – Е,-поглощающее множество. (Это выводится так же, как из 
(16) выводится, что Во, определяемое формулой (17), — Е-поглощаюшее.) 

Свойства 1 и 2 устанавливаются примерно так же, как в теореме 1 м 

Замечание 1. Пусть уравнение (1) содержит малый параметр при д 1и: 

єд?и +үд;и = Ди – Ји) – #(х), иір = 0. (28) 


Так же, как в доказательстве п. 4 теоремы 1, устанавливается, что при 
«12, (0) 112 + 114 (0) |1 < Со для решений и(!) = и, (г) этого уравнения 
при всех г 2 0 справедлива оценка 


є д,и(2) 12 + Пи) 1: < Со. (28") 

При выводе этой оценки вместо функционала Ф, (и), определясмого 
формулой (25), берется функционал 

Фе (у) = (1/2) (61р? + Уи?) +, и) + (Еи), 1у + теби р). (28") 
Так же, как в указанном доказательстве, устанавливастся, что вдоль траск- 
торий полугруппы 5, (є)у (0) = у(г) = (и(г, е),р(е, є)) (р(, є) =8,и(г, е)) 
Фе (у(0)) < е5: Ф, (у (0)) +С, 15, С, и 6 не зависят от є. Требуемая оценка 


(28") для (и(г), 2,и(7)) = у(г) выводится из этого неравенства с учетом 
оценки 


Ф.(00) > С. (єр П? +1 Уч |2) — С = С.НУ |е)  С;. в 

Замечание 2. Для решения уравнения (28') имест место оценка 

Иы(2) НЗ + УрО) И? +еИ дум |12 = уо), че д? ||? < 

< СИ У(О) ПЕ, +е| ды(0) |? +1). (28*) 
Эта оценка выводится так же, как при є = 1 в доказательстве п. 3 теоре- 
мы 2. Вместо функционала 27, (у), определяемого (19), берем функционал 

Н, (у) = (1/2) е дар |? + (1/2) Ир. 
Так же, как при є = 1, получаем для него оценку (24) , т.е. ограниченность 
Н, 0’ (г)} при всех г. 

Из (28') выводим 

Пао |2 = НАМ < С(е ди (0? + ПӘ, (0) + 

+) +1 +181) < СЕ (Н, 60) +1). 
Отсюда и из ограниченности Я, (у (7)) следует требуемая оценка в 
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Ниже мы докажем существование Ё-поглошающего множества, ограни- 
ченного в Ё, другим способом, не требуя выполнения (3). Для этого нам 
понадобятся следующие леммы. 

Лемма 1. Если и(1), (Е [0, Т], – решение (1), и выполнены (2) и (4), 
то справедливо неравенство 


Т 
Г идзи 1? а < Ст, | (29) 


где С, зависит лишь от нормы (и(0), д; и(0)) в Е и не зависит от Т, 
НЫ, =( (-А) 70,0). 

Доказательство. Как обычно, оценка (29) обосновывается с 
помощью галеркинских приближений. Ее выведем формально сразу для 
решения м (г). Умножим (1) на (-А)7' 92 и в Н и проинтегрируем по г. 
Тогда получим 


Т Т 
ү 
Г 92 м 2 аг + 5 П дм 12,12 = — (м, дм 12+ 7 Пг 2а + 
о о 
Т 
+ Г СД. (2), 92 и) а + Ав, д,и) |1. .- (30) 
о 
Оценим третье слагаемое в правой части. Очевидно, 


Т 
Г (Али, и (аг <« КА, и И 
Т 
+ САТ Ом) дли (0)), дм (41 < 


Т 
< С, +] НХ (м) д, и 15а, и аг. (31) 


Здесь использовано то, что в силу п. 3 теоремы 1 (при его выводе не 
использовалось условие (3)) д,и(/) ограничена в Н равномерно по г 2 0, 
а и(г) ограничена в Н! и в силу (13') /(и(г)) ограничена в Н, а Д"! — 
в Н? равномерно по /. Следовательно, первое слагаемое в средней части 
(31), а также второе слагаемое в левой части (30) и второе слагаемое 
в правой части (30) ограничены равномерно по /. Заметим теперь, что, 
согласно теореме вложения Соболева, 


Н? СГ, 9 = 1/2 - 2]п, при п>4, Уд <+® при п=4, (32) 
Н? СІ. при п < 3. 
Поэтому У”? 2 1, где 
Ир = 1/2+2т при п>4, 
р> і при п=4, р=1 при п< 3. (33) 


Таким образом, чтобы оценить в (31) 1’ (и)д;и|_>, достаточно оценить 
НХ” (и) д: и Шо, р» Где р удовлетворяет (33). Воспользуемся для этого ус- 
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ловием (4) и неравенством Гельдера. Очевидно, 
ИЛ’) дли По,р < С! + 1и 12Р) [али НИР < 
< Са (1+ Ни 15, „Или Но, 2, (34) 


где ғ = 20р/ (2 —р) в силу (33) г=рп/2 прип > 4, г = 2р прип< 3, 2р < 
<г<2р +в, Е № 0, при п = 4. Для указанных в условии (4) значений 
р 1, 2 Н!. Поэтому из (30) — (32) выводим 


Т Т 
19211,0 < С5 +С, Ј ПӘ, и |12 аг. 
0 


Воспользовавшись (14), получаем отсюда (29) = 
Лемма 2. Пусть выполнены условия (2), (4) и (иди > - С. Тогда полу- 
группа {5,} обладает Е-поглощающим множеством, ограниченным в Е. 
Доказательство. Пусть |у(0)|? = |и(0) М + 1,0) 1° < 
<К?.Всилу (14) и (29) 


Ј (Иди (г) И? + | д2м (Е) |1) 4 < Со, (35) 


где Со зависит только от К. Поэтому при Т > 2С на отрезке [0, Т] най- 
дется такое г, что |! д,и(г) 12 + || д2и(г) |2: < 1. Рассмотрим тенерь (1) 
при этом фиксированном значении г: 
Ди(!) - Г(и (0) = ди (г) + уд,и (г) + (х) =. | (36) 
— 1/2 
Очевидно, || $1 1, = 1121, +1 + ух? = Са. 

Умножив (36) на - и, получаем 

Ни Иа (о), е) (ви), 

Пи <С+ а Пои. 

Отсюда выводим неравенство 

Нм (1) 11 <С2, 
где С, зависит только от [|2 || _ | и от константы Сиз (2). 

Таким образом, при указанном значении Г Є [0, Т] 192,и() 1 < 1, 
Пи (г) И; < С.. В силу равномерной ограниченности 5; прит2>2 г ди (т + 
+ и (т) |2 <С., где Сз зависит только от С. . Следовательно, прит2 Т21 

5, (и (0), д. и (0)) Е Во = {и: |а, и |2 + и 1 <С3}. 

Так как Т зависит только от К, а Сз не зависит ни от К, ни от Г, то мно- 
жество Ву — Е-поглощающее м | 

Замечание 3. Утверждение леммы 2 справедливо и в случзе, ко па 


нет единственности решения начальной задачи для (1), например если при 
п= 3в (4) р = 3. Этот случай рассмотрен в раболе Бабина и Вишика [11]. 


Глава П 
МАКСИМАЛЬНЫЕ АТТРАКТОРЫ ПОЛУГРУПП 


1. ПРИТЯГИВАЮЩИЕ МНОЖЕСТВА (ОБЩИЕ ПОНЯТИЯ) 


Пусть Ё — некоторое множество, О — топологическое пространство. 
Пусть Х, С О, гетЕ ОС К - семейство множеств, зависящее от вещест- 
венного параметра тит + то (не исключается, что то = +оо ИЛИ то = —95). 
Будем говорить, что Х; притягивается в О к множеству 
УСТ при 7 это и писать Х; > У при т - то, если для любого открыто- 
го в О множества О, содержащего У, У С ОС р, найдется такая окрест- 
ность о числа то, что при т Е ш 00 Х, С О. В частности, если О = К, и 
То = + о, запись Х, -> У при т ~» + оо означает, тоос р, О о Ү, ЯТ, такое, 
что Х; С Опритр Т. 

Особенно часто в дальнейшем будет встречаться ситуация, когда Б — 
подмножество некоторого банахова пространства Р. В этом случае поня- 
тию притяжения можно дать более наглядное определение. 

Пусть Х и У - непустные ограниченные подмножества банахова прост- 
ранства Ё, || ·|| = — норма на Ё. Положим 

81512 (0, У) = р іп |х- Ур. (1) 

хЕХ уЕУ 
Число 11516 (Х, У) будем называть отклонением Хот У. В даль- 


нейшем будет иногда использоваться симметричное отклоне- 
ние 


812. (Х, У) = тах (ар (Х, У), 1 (У, Х)). (2) 


Под єокрестностью О, (У) множества У подразумевает- 
ся множество 


О. (У)= {хЕР: йіѕр (х, У)<є}. (3) 


`’ Предложение 1. Пусть множество У предкомпактно в Е, Х, ТЕОСВ, – 
семейство ограниченных подмножеств в Е, Тогда следующие два утвержде- 
ния эквивалентны: 

1) Х,; > Уприт->то (в сильной топологии Е). 

2) діѕі с (х, Ү) -*О прит-*то. 

Доказательство. Докажем, что из п. 1 следует п. 2. Действитель- 
но, ссли Е >0и0, = О, (У), то найдется такая окрестность < = о, точки 
То, что Х, С О, притЕ о. Так как є произвольно, то отсюда следует п. 2. 
Обратно: пусть выполнен п. 2. Пусть О — произвольная окрестность У. 
Так как У — предкомпакт, то найдется такое е > 0, что О. (У) СО. Из 
п, 2 следует, что Х, СО, СОпритЕ о = о (є), откуда следует | м 

Как правило, рассматривается следующая ситуация. В функциональ- 
ном банаховом пространстве К содержится другое банахово простран- 
ство Г}, А, С ЁҒ, причем вложение непрерывно. (Иногда Е; совпадаст с 
Е; как правило, Е; всюду плотно в Ё.) В ЕЁ имеется подмножество Е 
(иногда совпадающее с Р\), на котором действует полугруппа { 5,). Мно- 
жество О = Е ПР, является топологическим пространством, порожден- 
ным топологией ЁЕ;. В приложениях будут рассматриваться два случая: 
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тучай сильной топологии на Ё; и случай слабой топологии на Р\. Во вто- 
ом случае вместо Р, будем писать Р, „, причем слабая топология будет 
спользоваться только тогда, когда Ё; рефлексивно. 

Определение 1. Множество У С Ш называется (Ё, Р)-притягива- 
щим, если УВЕ %(Е) ЗТ> О, такое, что 5, В С О при! > Ти 5,В > 
Ув р при Е > + (Здесь, как и в дальнейшем, (Е) — совокупность 
граниченных в Ё подмножеств Е.) 

Замечание 1. В случае, когда 0 = ЕЁ П Е, и снабжено сильной топо- 
огией Р;, будем (Е, Р) -притягивающее множество называть (Е, Р\)- 
ритягивающи м. Если же топология № порождается слабой топо- 
огией Ё, , то будем (Е, О) -притягивающее множество называть (Е, Ё, „)- 
ритягиваю щим. | 

Предложение 2. Пусть Х Є (Е) обратно инвариантно, т.е. 5,Х 2 Х 
г > 0. Пусть {5,) обладает (Е, О)-притягивающим множеством У. 
огда ХС [У] р. 

Доказательство. Пусть О окрестность У. Тогда 5, Х С О при 
> 1о, так как У (Ё, Р) -притягивающее. Так как ХС 5, Х, то ХС О. Пос- 
ольку О произвольно, то ХС [У] ре 


Определение 2. Множество Ж С РО называется максимальным 
Е, Р)-аттрактором полугруппы {5;}, если оно обладает 
ледующими свойствами: 

1) Ж компактно в ри ограничено в Ё. 

2) Ч является (Е, 2) -притягивающим множеством. 

3) Ж строго инвариантно, т.е. 5, #= % Ут? 0. 

Замечание 2. Если РД является подмножеством некоторого бана- 
ова пространства Ё,, то п. 2 определения 2, т.е. свойство притяжения, 
ринимает вид 


УВЕ (Е) ізі ($, В, 0) +0 при г» +оо, (4) 


В дальнейшем для краткости будем максимальные (Е, О) -аттракторы 
азывать (Ё, 2)-аттракторами. 

Замечание 3. Максимальный (7, Р)-аттрактор является макси- 
«альным ограниченным строго инвариантным множеством. Действитель- 
0, пусть Х ограничено и строго инвариантно, 5,Х = А. Тогда, согласно 
редложению 2, ХС [Ж] = %\. Отсюда, в частности, следует, что макси- 
лальный (К, О) -аттрактор единствен. 

Важное свойство максимального аттрактора описывзет следующая тео- 
ема, 

Теорема 1. Пусть Е — банахово пространство, полугруппа {5;} (Е, Е)- 
авномерно непрерывна и пусть {5,} обладает (Е, Е)-аттрактором \. Тог- 
а УВ,, В, Е %(Е) 


зир 01512. (5,8,0 \,5,В. О Ҹ) 0 при 01512(8,, В.) +0. (5) 
> 0 
Доказательство. Пусть є > 0. В силу свойства притяжения %, 
айдется такое Т > 0, что | 
0151 (5, 8,, Ж) + 01505,8, М) <є | | (6) 
ри > Т. (Здесь и ниже 4151 = 91%.) В силу равномерной по г Є [0, Т] 
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непрерывности ‘5; на ограниченном множестве В, Ч В, существует 6 > 0, 
такое, что 


011° (5, В,,5,8,) <Е'УЕЕ [0, Т] (7) 
при 0181 (В;,,8,) < $. Так как ^ 

815: (5,8, 9,5, Ва Ч 9) < 415105, Ви ,5, Во), 

0151(5,8, о Ч, 5, В О Ҹ,) = а (5. В.В. У Ж)< 

< 4151 (5,2,,Ҹ), 
то из (6) и (7) получаем 

9154 (5. В: О 9, 5, В. О %) <е Уг20 (8) 


при 151° (8,, В.) «< 6. Неравенство, аналогичное (8), справедливо при 
перестановке В; и В,, ииз (8) следует (5) м 

Отметим, что свойство (5) в случае, когда % состоит из одной точки, 
эквивалентно глобальной устойчивости {5,} по Ляпунову. В общем слу- 
чае свойство (5) называем устойчивостью { 5, } по Ляпунову 
по модулю аттрактора %. В линейном случае это понятие обсуж- 
дается ниже в разд. ГУ.1. 

Определение 3. Множество % С Ш называется устойчивым в р 
относительно { 5,}, если для любой окрестности О; этого множест- 
ва найдется такая окрестность О,, что еслииЕ О}, то 5$; и Е.О, при всех 
#2 0. 

Предложение 3. Пусть 9 - (Е, Б)-аттрактор полугруппы {5,} и О, – 
некоторая ограниченная окрестность Ф. Пусть 5,и непрерывно по (1, и) 
на Оз Х [0, + [. Тогда аттрактор % устойчив относительно { 5; }. 

Доказательство. Пусть О; — окрестность %. В силу свойства 
притяжения УО, ЯТ: 5; Оо С О, при {2 Т, В силу инвариантности % при 
ЕЕ [0, Т] ииЕ 9 5, ц Є Ж . Из компактности ЖХ [0, Г] и непрерывнос- 
ти $;и следует, что найдется ‘такая окрестность О,, УС О,, что при г Е 
Є [0, Т] иприиЕ О, 5; Є О,. Отсюда 5$; и Є О, прииЕ Оз ПО. УЕ > 0, 
и предложение доказано и 

Предложение 4. Пусть 5, и непрерывна по (г, и) на [0, + [ ХЕ. Пусть 
% — (Е, Е) аттриктор, Е – банахово пространство. Тогда для любого ком- 
пакта К множество 


К =[О 5,К]Е 
$20 


компактно. 
Доказательство. В силу свойства притяжения Уе > 0 ЯТ Р 0, 
такое, что 5,К С О, (Ж) при г > Т. Множество Кт = ЧО 5,К компактно 
г<тТ 


‘в силу непрерывности 5;и и компактности К; аттрактор Ў также ком- 
пактен. Поэтому К С Кт О 0, (%} можно покрыть конечным числом ша- 
ров радиуса 2є. Так как є произвольно, то К; — компакт ж 
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· 2. ТЕОРЕМЫ О СУЩЕСТВОВАНИИ МАКСИМАЛЬНЫХ АТТРАКТОРОВ 


Будем пользоваться обозначениями, введенными в разд. 1. Имеет мес- 
то следующая теорема. 

Теорема 1. Пусть полугруппа{5,} при г > 0 действует из Евр, $: Е > 
~ р, и пусть она обладает Ё-поглощающим множеством Во, Во С Р, при- 
чем Во компактно в О), В Е ®(Е). Предполагается, что для.любого мно- 
жества Х С В, 


(5. ХС 5,[Х], где |: ] - замыкание в О. (0) 
Кроме того, 
5;'у А. Во компактно в Р у ЄР, (2) 


где $71 у ~ полный прообраз точки у. Тогда полугруппа {5,} обладает 
(Е, Р) -аттрактором Ҹ, ЖС р и Ў компактно в О. Если Во связно и 
$, х непрерывно по х (х Є В), то Ж связно. 

Доказательств о. Обозначим 

М = п [5,], Е,= О 5, Во. 2 (3) 

т>, гэт 
Очевидно, что Ё, С Е, при т: > 72, поэтому % не зависит от выбора 
то. Так как Во -- Е-логлощающее множество, то А; С Во при т 2 го. Поэ- 
тому [ЁР;| компактно в ри [ЁЕ,] С Во, прит > 1. Отсюда следует, что 
#1 компактно в Ди непусто, {С Во, МС З(Е).. 

Докажем, что %. обладает свойством притяжения. Так как Во, – Е-пог- 
лощающее множество, то УВЕ %№(Ё)`5, В С Во при достаточно болыном 
Го и 5,5, В = 5,., В С 5: Во. Следовательно, достаточно доказать, что 
5, Во > х при г -» +ео, Для доказательства этого утверждения предполо- 
жим противное, т.е. предположим, что найдется такая открытая в О окрест- 
ность О множества %\. что для всякого ѓо > 0 существует. такое і 22 го, 
при котором 5; Вь б (240) + ›. Так как Во — поглощающее множество, 
то при больших г 5,380 С Во. Следовательно, в силу комиактносги Во най- 
дутся такие последовательности у + +оо и у; Е 5 7 В, п (0\0) = 5, Во М 


б (Во\О). что у; -ув В. Очевидно, у Є [2,] Ух > 0, и поэтому у Є %. 


Это противоречит тому, что у Є [8,\0| = Во\О. Свойсгво притяжения 
доказано. 


Докажем, что % обладает свойством инвариантности. Дия этого дока- 
жем сначала равенство 

5.00 = О 5ИЕЙ. (4) 

то 1 721 

Если у @ 5, ("' [Е,|) = 5, 0. то найдется х Є 9%, такой, чо 5х = у. Но 
хе [Г,] Ут> го, поэтому у = 5 хЕ 5, [Г,]| Ут? онуЄ 75, [1 |: 
следовательно, левая часть (4) включается в правую часть (4). Локажем 
обратное включение. Пусть у Є 75, [у |. Гогда найдутся такие х, = (А, |, 
что у = 5,х; Ут> го. Так как [К, С Во и Во компактно, то существует 
последовательность тд -* + оо, гакая, что Хг, Хо В р, хо Е %. Имеем 

Хт, Е5; > ’УКЕМ (х Є В,). 
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_ Поэтому в силу условия (2) 
Хо Е$,' у' и 5:Хо =У. 


Следовательно, у Є 5, 9 = $, (7 [2,!). я обратное включение также дока- 
зано. Из обоих включений следует (4). 
В силу ©. (4) и (1) имеем 


5, 9 = 5, О „11. О ЗИ} 2 п .5,Р,| = 


~ 


еф 
10 72 


= П [2,0] = ПЦ Е = 
721, тэт, +: 
т.е. 


УС 5, ХУ: >20. (5) 
Докажем обратное включение. В силу : 2) имеем 


$: {С 5,5,9 =5,,.0 Мт 0. (6) 


“Так как Ж С В, – ограниченное множельо в Р, то в силу свойства при. 
тяжения 5;+; ЖС О(%) для достаточно больших ѓ при заданной окрест- 
ности О(%) вр. Поэтому 5, %С [%] = У . Отсюда и из (5) следует, что 
5, = Ж Ут? 0. 

Если Во связно и компактно в ри.-.х непрерывно по х при х Є Въ, 
то, как легко видеть, 5, Во и Ё, - связизы= множества и $ — связное мно- 
жество. а 

Приведем еще одну теорему о суше:7ъовании максимального аттрак- 
тора (см. Хейл [2], Аро [2]). 

Теорема 2. Лусть Е – вещественное Язилхово пространство и {5,} - 
полугруппа операторов, действующих в Е. 5:: Е -• Е. Предполагается, что 
операторы 5, непрерывны на Е при каждом фиксированном 1, 1 2 0. Кро- 
ме того, предположим, что существует компактное подмножество К С Е, 
обладающее следующим свойством притяжения: 


ҮВЄ ®(Е) 01515 (5,8, К) 0 при г +=. (7) 


Тогда полугруппа {5,} обладает максимальным (Е, Е)-аттрактором 9, 
причем УСК. 
Доказательство. Пусть Ве (Е); обозначим 


В= о $5,8, «(В)= б [8В"], 
гә» Т т> 0 


где [`} — замыкание в Г. 

Докажем, что с2(В) + фи о(8) С К, если В + $. Очевидно, у Є о (В) 
тогда и только тогда, когда существуст последовательность г. ж +оо и 
такие точки и, Є В, что у = іт Эт, и. В силу условия (7) отсюда сле- 


т -» 0 
дует, что 0 (В) С К. Докажем, что из В + ф следует (В) = ф. Для этого 
заметим, чго если и, Є В УПЕМ иг, ЄК, , Г, ж +оо при п + + оо, то в силу 
(7) сушествует последовательность а, Є А, такая, что 


| 5, ип - а, 119 0 при п жо. (8) 


Так как А компактно, то найдегся подпоследовательность {п;}, такая, 
что 2 +а при К ><. Очевидно, что а Є «(В). Так как (В) СК и ‹(8) 


замкнуто, как пересечение замкнутых множеств, то —(В) комнактно. 
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Доказательство инвариантности множества «о (В): 5, (В) = «(/) 
Ут > 0, совпадает с доказательством инвариантности множества % в тес. 
реме 1 (см. формулу (5), (6)). Действительно, в этом доказательстве 
использовано свойство (1) полугруппы {5,}, которое сейчас завеломо 
выполнено, так как по условию теоремы Д = Е, а операторы 5, неирерыв- 
ны в Ё. Для доказательства аналога равенства (4) 


$: (П [87] )= п 5, [87] (9) 


достаточно установить включение правой части (9) в левую, так как обрат- 

ное включение очевидно. Возьмем у Є П 5,[В"]. Тогда найдется такое 
тг 

и’, Что $1 и; = у, и, Е [В"] Ут> го. Очевидно, найдется такое 2, Е В" = 

= Ч 5, В, что и, -2,| «т ' Ут2 г > 0. Кроме того, 2; 25 ли, м, Є 


ТРТ 


Є В, т 2 т. Аналогично (8) найдется такая последовательность {ах}, а, Є 
Е о(В), что 


Піл 2 — ак |= іт 15, Бит 


— ак || = 
К — > . К + оо к к 


причем тк > +оо, т; = +оо, Вследствие компактности о (В) найдется под- 
последовательность ар >. 0, а Є «0 (В). Очевидно, іт 2;,, = іт ар = а; 
К '-+ оо 


"оо 


поэтому в силу непрерывности оператора 5, 


5,0= іт 5,2 = іт Зи. = іт у =у. 
К’ о тк' К’-+ о К -9 оо 


Следовательно, у’Е 5, о (В). Отсюда следуст равенство (9). Далее дока- 
зательство инвариантности множества о (В) совпадает с доказательством, 
привеленным в теореме 1 (формулы (5) и (6) с заменой У на «(8)). 

Положим Ж = о (А). Докажем, что Ж является максимальным (Е, Ё)- 
аттрактором {5,}. (Очевидно, % компактно в Ё) Пусть В Є (5). 
Тогда (8) С К; следовательно, (В) = 5;0(В) С 5, К Ут > 0. Отсюда 
о(В) СП5, К С (К) = У. Свойсгво инвариантности Ж было доказано 

т 


выше. Докажем, что Ж обладает свойством иритяжения. Для этого допус- 
тим от противного, что для некоторого ограниченного множества В, В УФ, 
В ѕир 9151 (5,8, {)=2е>0. 


1—5 +90 


Тогда сушесзвуют г, ++ ои и, Є В, такие, что | 
8151(5, мн, Ж) 2 є. (10) 


В силу (8) можно предположить, что 5, „Чп о Е К прин ~ =. Тогда, 


согласно определению «о (В), о Є «(В); следовательно, и Е Ў. С другой 
стороны, устремляя пк ® в (10), получим 9151 (0, 9 ) 2 с > 0. Получен- 
ное противоречие показывает, что 


015: (5,8,9) э 0 при г» += УВЕЗ(Е). 
Свойство призяжения 9 ус:зновлено, и тем самым доказано. что % 
аттрактор полугрупны { 5, } ж 
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В заключение настоящего раздела приведем один достаточный признак 
выполнения условия (1). 

Лемма 1. Лусть Ео – банахово пространство и {5,} - полугрупта, 
действующая в Е, 5;: Ео > Ео, причем операторы 5, непрерывны из Е, 
в Е, в слабой или в сильной топологии. Пусть Р С Еу – топологическое 
пространство, топология которого порождастся сходимостью, и вложение 
р С Е, непрерывно. Пусть множество Во компактнов Ои 5, Въ С Р Уг 
> 0. Тогда для любого Х С В, справедливы свойства (1) и (2), где 
[= 1-12: 

Доказательство. Пусть ХС В иує [5,Х | С р. Тогда сушест- 
вует последовательность у; = $,х; > ув № при} > о, х; Є Х. В силу ком- 
пактности множества [Х] С Во можно выбрать подпоследовательность 
ху’ > х вр приј' > ®, хо Е {Х]. Так как по условию 5, непрерывно из 
Ео вЕо н вложение ЮЭ С Бо непрерывно, то 5,ху > 5,хо в Бо. Отсюда 
следует, что 5,хо = у, те. у Є 5, [Х]. Следовательно, 5, [Х|] 2 [5,Х], 
и свойство (1) установлено. Множество У = 5; у П Ву компактно в Б, в 
силу непрерывности 5, из Ко в Бо и компактности Во в № и, следователь- 
но, в Ёо. Действительно, из любой последовательности, лежащей в У, можно 
выбрать подпоследовательность, сходящуюся в О, так как УС Ву, а В, 
компактно в П. Предел этой подпоследовательности, сходящейся также и в 


Е, принадлежит У, так как У замкнуто в Ро. Таким образом, У компакт- 
но в О, и свойство (2) доказано № 


3. АТТРАКТОРЫ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 
С МОНОТОННОЙ ГЛАВНОЙ ЧАСТЬЮ 


Рассмотрим сначала параболическое уравнение (1.3.1), в котором оперз- 
тор Аи удовлетворяет условиям, сформулированным в разд. 1.3. Налом- 
ним, что Ан = А\и + Ади + Ари, где Ази — монотонный оператор второго 
порядка вида (1.3.2), Лои = / (и), Ази -- линейный неотрицательный опера- 
тор второго порядка. В разд. 1.3 доказано существование полугруипы {5,}, 
соответствующей (1.3.1),5,: Н>Н, где Н=ЁЬ,($). 

Теорема 1. При выполнении условий теоремы 1.4.1 полугруппа{5,}, 
соответствующая уравнению (1.3.1), обладает (Н, Н) аттрактором. 

Доказательство сводится к проверке выполнения условий теоремы 
2.1. Свойства (2.1) и (2.2) полугруппы { 5, } имеют место, так как {5, } 
удовлетворяет условиям леммы 2.1. Действительно, пусть Е = Н, = р 
(Н, = (1.,(9)),,). Тогда в силу п. 5 теоремы 1.4.1 5,: Во > Е непрерывно 
Үг > 0. Как было показано в теореме 1.4.1, полугруппа { 5, } обладает 
ограниченным в У Л-поглощающим множеством Во. Очевидно, [Во] = В, 
компактно в О = Н,,. Таким образом, в силу леммы 2.1 все условия теоре- 
мы 2.1 выполнены. Из теоремы 2.1 следует, что полугрупиа {(5,} обла- 
дает (И, Н„.)-аттрактором в 

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1.4.2. Тогда полугруппа 
{5,}, соответствующая уравнению (1.3.1), обладает (1.,(9), Е,,)-аттракто- 
ром, где Е = Г, П У. Если выполнены дополнительные условия, наложен- 
ные в пункте 11) теоремы 1.4.2, то в качестве Е можно взять Е = И ПИ п 
пн? ($). 
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Доказательство. Опять проверим выполнение условий теоре- 
мы 2.1. Воспользуемся леммой 2.1, в которой Ё, = /,(9) = Н, р = Е,,. 
Очевидно, № С Ёо. Согласно п. 3 теоремы 1.4.2, полугрупиа {5,} (НИ, б 
п Ио) -ограничена при г > 0. Отсюда следует, что (5,8,] = В, С И ПИ, 
гле Во – Н-поглошающее множество. Отсюда следует, что В, -- ограничен- 
ное в И, П № поглощающее множество. Если выполнены условия и. 11 тсо- 
ремы 1.4.2, то множество В; ограничено также в А? ($). Следовательно, 
В, ограничено в Е и компактно в Е. Взяв его в качестве Ву в лемме 2.1, 
убеждаемся, что свойства (2.1) и (2.2) имеют место. Кроме того, В,, как 
уже указывалось, компактно в р =Е,,, поэтому все условия теоремы 2.1 
выполнены, и полугруппа { 5,} обладаст (Н, Е„)-аттрактором # а 

Замечание 1. Если Я = Т” и выполнены условия п. 11 теорсмы 
1.4.2, а показатели р, Ро таковы, что Г, © Н?, И ЕН? = Н? (Т"), т.е. 
Ир; > 1/2 — Ип, Иро > 1/2 -— 2/п, то (Н, Е„)-аттрактор (Е = И ПИ, П 
оН? (у), у = 1) является (Н, И ПИ, ) -аттрактором. Это следует из ком- 
мактности вложения Е С И ПИ... 

Замечание 2. Так как из сходимости в Ну, (у) ив И = И, (9) 
следует сильная сходимость в Н? (0) (є > 0) ив и (Я) для любой 
подобласти 9’ СО, [0'] СЯ, то, согласно теореме 2, 


81502 -е( п’) (5: В, 9) — 0 при гэ +оо УВЕЗ([.. ($)) 


и 
аі теп) (5:8, М) 20 при #- +. 


Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1.4.2. Тогда полугруппа 
{ 5, } обладает (Н, Н*, (@) )-аттрактором. 

Доказательство. Утверждение теоремы З следует изп. 2и З 
теоремы 1.4.3 и из теоремы 2.1 а 

Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 1.4.4. Тогда { 5, } обла- 
дает (Н, Н!,) -аттрактором Ф. Если, кроме того, выполнены условия п. 3 
теоремы 1.4.4, то полугруппа { $, } обладает (Н (Т"), (П? (Т")) „)-аттрак- 
тором. 


Доказательство теоремы 4 аналогично доказательству предыдущих 
теорем. 

Теорема 5. Пусть система уравнений типа химической кинетики (1.5.1) 
Удовлетворяет всем условиям (1.5.2) -- (1.5.5), наложенным в разд. 1.5. 
Тогда полугруппа {5,} обладает (Н, Н\,.) -аттрактором \%. Если, кроме 
того, выполнено условие (1.5.7'), то % является (Н, Н?) -аттрактором. 

Доказательство. Утверждение теоремы 5 является следствием 
теоремы 2.1. Ее условия выполнены в силу п. 2, 3 и 5 теоремы 1.5.2 ж 

Теорема 6. Лусть выполнены условия тсоремы 1.5.4. Тогда полугруппа 
{ 5,}, порождаемая (1.5.1), обладает (Н, И? )-аттрактором Ў . 

Доказательство леоремы б аналогично доказательствам предыдущих 
теорем. 


< 4. АТТРАКТОР ДВУМЕРНОЙ СИСТЕМЫ НАВЬЕ-СТОКСА 


В разл. 1.6 построена полугруппа {5,}, соответствующая двумерной 
системе Навье--Стокса (1.6.1), (1.6.2), записанной в виде (1.6.4). 

Теорема 1. Полугруппа { $, } обладает (Н, Н,)-аттрактором Ж. При 
этом для любого из Є У полутраектория и(1) =5, из, і 2 0, удовлетворяет 
следующим оценкам: 


ит < 27дай, (1) 
вт | 
> Ј (г) аг р + 40 ИЕР, Г, (2) 


где Х1о — минимальное собственное значение оператора Го, р — коэффи- 
циент вязкости. 

Доказательство. Согласно п. 7 теоремы 1.6.2, {5,} обладает 
Н-поглощающим множеством Воо, компактным в Но. В силу п. 4 теоре- 
мы 1.6.1 {5,} (Н, Н)-непрерывна. Поэтому, воспользовавшись леммой 2.1, 
где Ес = Н, р = Н,, получаем, что выполнены условия (2.1) и (2.2). Поэто- 
му выполнены все условия теоремы 2.1. Из этой тсоремы выводим, что 
{5,} обладает (Н, Н,)-аттрактором %, %СВоо. Неравенство (1) следует 
из того, что 9 СВо, где Во определяется формулой (1.6.22) (ҰС Во, так 
как 5, Ў = Ж из, С В, при г 2 Тв силу свойства поглощения). Вос- 
пользовавшись неравенством (1.6.7) и оценив ио при помощи (1), полу- 
чаем неравенство (2) в 

Замечание 1. Аттрактор Ж двумерной системы Навье--Стокса был 
построен в работе Ладыженской [2]. Вопросы притяжения к аттрактору 
Ҹ этой системы изучены в работах Бабина, Вишика [5], [14]. Ограничен- 
ные, инвариантные множества системы Навье—Стокса исследованы Фоя- 
шем, Темамом [1]. 


5. АТТРАКТОРЫ ПОЛУГРУПИ В С?* (0) и В №7") 


Рассмотрим полугруипу {5,), соответствующую уравнению (1.7.1) 
и действующую в пространстве Ё, определяемом (1.7.8). 

Теорема 1. Полугрупна { 5, } обладаст (С(Я), С?**°(Я)аттрактором Ҹ. 

Доказательство. Воспользуемся теоремой 2.1. С({)) -поглощаю- 
щее множество Во, компактное в С 2*° (<), существует в силу п. 6 теоре- 
мы 1.7.2. Условие (1) теоремы 2.1, где р = С?*°(9) П Е, выполнено в си- 
лу п. 4 теоремы 1.7.2 и леммы 2.1, где Во = О. Таким образом, все условия 
теоремы 2.1 выполисны, и, согласно этой теореме, {5,} обладает (С(9), 
С2*905))) -аттрактором м 

Рассмотрим теперь полугруппу {5,}, соответствующую уравнению 
(1.7.17) и действующую в Е = М, (Т"). 

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1.7.4. Тогда полугруппа 
{ $,} обладает (С(Т"), С?*“ (Т")) -аттрактором. 

Доказательство. Воспользуемся теоремой 2.1. С(Т") -поглощаю 
щее множество Во существует в силу п. 2 теоремы 1.7.4. Условие (1), где 
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р = С?2*“(Т”), выполнено в силу леммы 2.1, где Ё, = №1 (Т"), р = 
= С?*% (7°). Непрерывность 5; из Ё, в ЕЁ, следует изп. 4 теоремы 1.7.4. 
Таким образом, выполнены все условия теоремы 2.1, и поэтому {5,} 
обладает (С(Т”), С?*%(7”)) -аттракторомж 


6. АТТРАКТОР ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 


В этом разделе докажем сушествование аттрактора полугруппы, рас- 
смотренной в разд. 1.8. Для этого вначале докажем существование комлакт- 
ного в Ё (Е, Е)-притягивающего множества Во полугруппы { 5,}, а затем 
воспользуемся теоремой 2.2. Будет также доказана ограниченность и ком- 
пактность аттрактора в Е;. Обозначения здесь те же, что в разл. [.8. Для 
простоты записи рассмотрим случай п = 3 (относительно случая п > 3 см. 
ниже замечание 2). 

Приступим к доказательству существования Во. Предположим, что 
функцию [ из разд. 1.8 можно представить в виде суммы двух функций: 


Ди) = (и) + Ги), (1) 


где функции /о, /, Є С'(В) удовлетворяют условиям  ` 


1) 1 < С, (2) 

(и) > 0, (3) 

№(0) = 0, 500) =0, (4) 

17 (и) – 70) 1 < Чи- и (1 + [и +100), (5) 
где числа а и р удовлетворяют при п = 3 условию 

х= |, р=]. | (6) 


Рассмотрим вспомогательное уравнение, аналогичное уравнению (1.8.1), 
но более простое: 


дїо + үд = До Го (0), 0,0 = Чо, дн, 0 = Чо. (7) 
Лемма 1. Существуст такое 5 > 0, что если 1 (ио, ио) {Е <А, то при! > 0 
102), даҳ) їе < СА) ет °". (8) 


Доказательство. Рассмотрим функционал Ф( у), определяемый 
формулой (1.8.15) при я = Ои Г =Хо. Поскольку Гь (и) > 0, то Хь (и) 
возрастает и 


1 1 
о (и) = Ј д.Ео(и) 4! = Ј (и) и а < ки. (9) 


Поэтому выполнено условие (1.8.3) и при малых 6 справедливо неравен- 
ство 9;,Ф(у(Г)) <--6Ф()' (г)) вида (1.8.16), откуда 
Ф( (0) < Ф000) е7 (5 > 0) (10) 


Отметим, что вывод неравенства (10) проще вывода (1.8.16), так как сей- 
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час С = О в (1.8.2), С; = Ов (1.8.3) и в уравнении (7) отсутствует чие 
& (х). Учитывая, что в силу (3) при малых г 


Ф(и, и") > ый + 00), 


получаем из (10) неравенство {8) м 

Рассмотрим решение и(г) уравнения (1.8.1) с начальными данными 
и(0) = шо, д2,и(0) = ио. Возьмем решение и(!) уравнения (7) с теми ж 
начальными данными. Положим м(г) = и(г) — и(г). Вычитая уравнения 
(1.8.1) и (7), получаем уравнение для м/(!): 


дім + уди = Ди - (Љ(0 +) – 500) - Л (и), (11) 
и|;=0 20, 9,м|,=0 =0. (12) 


Лемма 2. Пусть (ио, ио) ограничены в Е по норме константой К. 
Пусть м(г) – решение (11), (12). Тогда (м(г), д,м№(г)) ограничены є 
1. (В+, Ер.) при любом є > 1/2 константой, зависящей только от К ь 
є; здесь Еу, = Н? ХН!" Н? = (Д): ?Н, оператор А берется ‹ 
граничным условием и | зд = 0. 


Доказатель ство. Продифференцируем (11) по г. Получим урав. 
‘нение относительно м’ = д, м: 


дм" + удм" — Ди" = -(о(о + муо м) – (и) о) – Ги... (13 
В силу (11) и (12) получаем, что 
"|= о * 0, дм = о = -(Љ(и) – Јо00)) - Л (и) – 8. (14 


Так как в силу (6) Ё.р+за+2 (9) 2 Н' (9) (п = 3), а отображение и - 
-* /о (и) ограничено из /,.+за+2 (2) в: (9) в силу (5), то (м’, д,м”) (0) 
ограничены в Е по норме константой К,, зависящей только от К. Напом- 
ним, что Н = (Д) еН, где --Ди рассматривается при и, для которых 
и| зо = 0. Согласно интерполяционной теореме, НСН(9) и Н 0 
2>Н-* (Я). Умножим (13) на д,м в Н-*. Получим — 


| 1 , , 
2, + > 8 |е. + |а, |. = 


5 д, |ә 
— < [о + м) -№()] и’, дии) - (Јо (0) и", ди) в – 
-(Лади, д). 
Воспользовавшись неравенством 246 < 7/3 а? + 3/5? и обозначив 
Хі = 1 (божи) - Је (о) е, (15) 
х. = Фоме, Хз = Ли, `` 


получаем неравенство 


1 


1 


д, {дл 12, + Эм ет Ид В, < С. (ху +х +3). (16) 


Так как 2,(9) 2 Н“ при 1р’ = 1/2 - є/3 (п = 3), то (9) СН ыри {р = 
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= 1/2 °% є/3, и поэтому справедливо неравенство 
ИК. < Со! ГР, р, Шр = 1/2 +/3, УГЕ 1,(9) (17) 


при є > 0, є < 3/2. 
Воспользуемся этим неравенством и неравенством Гельдера для оценки 


Хз, Хг, Хз. Очевидно, 
х. <С, и (0+1 [+010 < 
< С, йи 2 Пи 191+ 1% [+ 1) 18 ра 
где 1/9 =1-р/2 ир- то же, чтов (17). Очевидно, 1/ (ра) = (1 ~ р/2) [р = 


= Ир- 1/2 = е/З. Заметим, что, согласно п.3 теоремы 1.8.1 и (8), так как 
(г) =и(г) — о(7), имеет место оценка 


1 до! + дю + Палм! Паг), + мг), +Ти@Ь <А У:20, (19) 


где В, зависит только от К. Так как Н! С Ё5(@), то 


(18) 


ПИ 6 СУИ ИЄ". (20) 
Оценим правую часть (18) при помощи неравеяства Гельдера 
моеи +1) Юра < С, По [+ м По, 6 о зра (21) 


где ра = З/е, 1/5 = 1 – 1/(26е) при є > 1/2. Согласно теореме вложения 
Соболева и интерполяционной теореме, Н?—* С 2-0) СІ,(9) при 
ғ > 102 – (2 – є)/3. Так как 1/(5рд) = є/3 – 1/6,а є > 1/2, то последнее 
условие выполнено при г = 5рд. Поэтому из (21), (20), (19) и (18) следует 
оценка 


х, < С.(К) 1и 1015, є> 1/2. (22) 
Оценим теперь Її, _„ через Їм 1_„. Из (11) имеем 

м. = бди < 192 меч Әй +. + 

+ Ли). + 1). + ле. 
Воспользовавшись (19) и тем, что отображения и -> /, (и) ии >Хо(и) огра- 
ничены из Н! в Н при условиях (2) (5), получаем 


ие < Пам, + С, (К). 


Таким образом. отсюда и из (22) имеем 09 
х. < С, йм 02 922 +С 1а 2, е> 1/2. (24) 
Перейдем к оценке х. Согласно (15), (17), (5) и неравенству Гельлера 
х < С.Л (0) и р < Соо + 10) Юр, 1 Юра. (25) 


Здесь 1/" + 1/9 = 1. Выберем г так, что рг = 3. Тогда 1/(ра) = Шр – 
~ 1/(рг) = 1р -– 113. Учитывая значение р, данное в (17), получаем, что 
прие2 0 г>1и 1/(рд) = 1/6 + є/3. Согласно теореме вложения Соболева. 
так как 1/(р4) = 1/2 – (1 – є)/3, то Гра 2 Н!" . Поэтому из (24) полу- 
чаем при 0 <Е <] 


№ < Со То в "Не < СН Те. — (26) 
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Число Хх, оценивается совсем просто. Согласно (15) и (2), 

Хз «Суи. | (27) 
Из неравенства (16), используя (24), (26) и (27), получаем 

(Ид, + 1м + С)< 


< С; з (1 дм" 12 є + ме + С) Чи’ + 108) +С, зћи'Ё. | (28) 


Воспользованшись тем, что в силу (1.8.14) и (8) 


Г м В {+ Г Кой аг < С, (К), 


получаем из дифференциального неравенства (28) при помощи неравенст- 
ва (1.1.30) оценку 


йд, 12, + Им Ме +С< С, (К) У: >20. (29) 
Воспользовавшись (23), получаем из этой оценки 
и о < С, (К) УГРО. 


Отсюда и нз (29) следует утверждение леммы 2 № 

Лемми 3. усть {5;} порождается уравнением (1.8.1), причем, по- 
мимо услоний, наложенных в разд. 1.8 на Г(и), выполнены условия 
(1)-(6), Тогда существует ограниченное в Е\_е УЕ > 12 (Е, Е)-притя- 
гивающее множество полугруппы {5,). 

Доказательство. Пусть Во — ограниченное в Ё поглощающее 
множество полугруппы {5,} (см. и. 4 теоремы 1.8.1 и лемму 1.8.2). Это 
множесаво содержится в шаре рздиуса А в Е. Пусть уо = (ио, ио) Є Е, 
у, <К. Положим у(Г) = 5,уо; очевидно, у(г) = (и(г), д.и(г)), где 
и(!} решение (1.8.1), (и (0), 2,и(0)) = Уу (0) = уо. Каждое решение (1.8.1) 
однозначно разлагается в сумму 


(г) = г) + мг), (30) 


где 0(г) — решение (7), м(7) — решение (11). Поэтому справедливо раз- 
ложение 


У(1) = (000), д10(1)) + (#2), д) = УЗ) + у (0). (31) 
Обозначим через В, множество 
В, ={2:ЄЕ: 2 =у!(1), #20, у(0) Е В,). (32) 


5 Здесь у! (г) — компонента разложения у (г) по формуле (31), В, является 


объединением у! (7) при всех г > О и всех у с начальным условием у(0) Е 
Є Во. Докажем, что множество В, (РЁ, Е) -притягивающее. Действительно, 
согласно (30), (31) и (8), 


Куб) у) 1 < СА) е2 уг 0. | (33) 
Поэтому | 

0151 (5,уо, Вг) = @і96(у(0). В) < 1000) -- СЛЕ < СК) ет! 
при любом у, Є В. Отсюда следует, что . 

01515(5,Во, Ву) >» 0 при г> +5. (34) 
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Так как Во Е-поглощающее, то из (34) следует, что В, является (Е, Е). 
притягикающим множеством. Множество В}, определяемое (32), ограни- 
чено в Ё1 _е В силу леммы 2, и лемма 3 доказана @ 

Теорема 1. Пусть { 5,} — полугруппа, порождаемая уравнением (1.8.1) 
в пространстве Е, причем функция ў (и), помимо условий, наложенных е 
разд. 1.8, удовлетворяет условиям (1) – (6). Тогда {5,) обладает (Е, Е): 
аттрактором %, компактным в Е. 

Доказательство. Воспользуемся теоремой 2.2. Это теорема 
применима, так как (Е, Е) -притягивающее множество В;, существуюшее 
иограниченноев Е; _е, Согласно лемме 3, компактно в Е, поскольку вложе- 
ние Е, _‹ СЕ компактно при є < 1. Непрерывность {5,} доказана в тео- 
реме 1.8.1, а существование компактного в Е аттрактора % следует из 
теоремы 2.2 и 

При дальнейшем исследовании в следующих главах аттрактора Ж полу- 
группы { 5, ) , соответствующей (1.8.1), будем опираться на доказанную в 
теореме 1 компактность % в Е. Однако более тщательное исследование 
позволяет получить дополнительную информацию об Ж . А именно справел- 
лива следующая теорема. 

Теорема 2. В предположениях теоремы 1 аттрактор % компактен в 
Е = НХ. ` 

Доказательство. Компактность Ў в Е, будет доказана в четыре 
этапа. На первом этапе будет доказана ограниченность # в Ё. У є 2 1/2, 
на втором -- ограниченность 9 в Ё. У є > 0, на третьем — ограничен- 
ность 9 в Ё, И на четвертом – компактность % в; . 

Докажем, что 9 ограничен в Ё\_: при є > 1/2. Заметим, что посколь- 
ку #= 5,4 Уг 2 0, то 

= Им 5,9. (35) 

1 + > 
Отсюда и из (33) следует, что если 2 Є 9, то существует последователь- 
НОСТЬ У; (23), Г; + 9%, у; (0) Є Ж, такая, что 

2 = „бт. У), УКО) Е. (36) 
Согласно лемме 2, у} (г;) ограничены в Е; _„ константой Со(К), не завися- 
щий от 2, а зависящий только от радиуса К шара в Е, в когором помещает. 
ся В,. Поэтому из (36), воспользовавшись слабой компактностые после- 
довательности { у (1;}} в Еу... и формулой (1.1.22), получаем, что 2 огра: 
ничено в Ё, константой Су, а следовательно, и % ограничен в Ё _, 
приє > 1/2. 

Докажем тойсрь ограниченность % в Е, _с при є > 0. Для этого тре- 
буется доказать, что утверждение леммы 2 справедливо не только ири 
є > 1/2, но и при є > 0, если только (ио, мо) Є # ограничены по норме 
в А, /2 -ь консгантой К; при достаточно малом ё > 0. Как видно из лока 
зательслва леммы 2, достаточно получить оценку (22) для ҳу при? 
(оценки для Хз и Хз справедливы при є 2 0). Для вывода этой ‘нь: 5 
кажем ограниченность (и, д,о) в Ё.. (В+, Еур.) при с > 1/2. Для тоо 
продифферснцируем (7) по г и умножим на д.0’ = дуо в Н“: Так же, 
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ках выше было выведено (16), получим неравенство 


д, Та’ 12, + ә, +12, < С, хо, (37) 
гхе хо определяется формулой | 
Х = Јо (0)о е. (38) 


Так же, как оценку (22), выводим оценку ҳо < С, Ёо’ 21 ое, из 
которой так же, как оценку (24), получаем 


Хо < СР 19,012, + СОЁ. 


Отсюда и из (37), учитывая (8) и то, что (0'(0), 2,0'(0)) ограничены 
з! ХН“, выводим так же, как утверждение леммы 2, что при є > 1/2 
0(00:), 000) Е, _. < С.(К,) Уг2 0. (39) 


Выведем теперь оценку (22) при є > 0. Заметим, что, согласно теореме 
вложения Соболева, если є достаточно близко к 1/2, то Н? С Ё,(Я), 
где к сколь угодно велико. В силу ограниченности 9 в ГЕ, _е и(г) ограни- 
чены в /..„ (К,, А2 7%). Поэтому, учитывая еще (39) , имеем 


Тогу к + Пао) 10 к (О) «С Уг 0. (40) 


Применим это неравенство вместо (19), (20) для оценки ҳ,. Оценив 
правую часть (18) , находим 


х < Се їм 05:11 + 1и + 1 По, рай № 10, =, (41) 


гда рч • 3/6. Из нерапенства (40), где к = рд, и (41), воспользовавшись 
тем, чо С(П) о Л (0) при є > 1/2, получаем, что справедливо нера- 
мемстию (22) при 0 < е < 1/2. Огсюда так же, как в лемме 2, получаем, что 
(м (г), дум (г)) ограничены в Еу. при любом є > 0. Применим (36), 
получаем, что % ограничен в ЕЁ; _е при любом є > 0. 

Докажем, что % ограничено в Е,. Заметим, что, воспользовавшись 
(40) для оценки Хо, так же, как в (41) для оценки Х,, находим, что (39) 
справедливо при любом є > 0, (0 (0), о (0)) Є 9. Отсюда из ограниченнос- 
ти И вЕ, _с и вложения Н? С С(Я) при є < 1/2 получаем, что оценка 
(40) справедлива с к = оо. Поэтому в (18) и (41) можно взять р = 2, д = 
= ру = ©, е = 0. Из (29), где є = 0, получаем ограниченность (и, д, ж) в 
Г. (К,, Е). Воспользовавшись еще раз (36), получаем, что # ограничен 
я Е . 

Докажем теперь компактность 9 в А,. Для этого понадобятся две лем- 
мы. 

Лемма 4.Лусть (и(1),д:и(г)) — решение линейного уравнения 

дви +7д,и = Ди – (1, х), и |1 = ошо, дли 1 = о по. (42) 


Пусть Т > 0. Тогда (и(Т), д,и(Т)) непрерывно в Е зависит от (ио. ив) Є 
‹ Гиот8 ЕЁ, ([0,Т], Н). Справедливо неравенство 


1: 
1 (м (г), Эли ЛЕ <е 11 (и(0), д: и (0) 1 +— Је Ват + 
уо 


+ (и (0), 9,4(0)) ИЕ, 1>0. (43) 
00 


Доказательство. Прии, = 0, шо = 0 доказательство неравенства 
(43) состоит в умножении (1.8.1) на д,и, интегрировании по { и использо- 
вании неравенства Юнга. При & = 0 вывод (43) аналогичен выводу (8). 
Общий случай сводится к рассмотренным № 

Лемма 5. Пусть {2;} – последовательность на Ж, слабо сходящаяся в 
Е, К 20 Е %. Тогда через каждую точку 2; проходит траектория у, (1), 
: ЕК, у, (0) = 2). При этом у; (г) = (и; (1), 8 и; (г)), и; (г) — решение 
(1.8.1), (м; (1), д:и; (Г) ограничены в І... (К.Е), дги, (г) ограничены в 
1. (К, Н). 

Более того, (и; (1), д, ш (1) ) сходятся в Ёр([0, Т], Н? -6) хД (0, Т] 
н! -5) прилюбыхтТ > 0,р< + %,ӧ > 0. 

Доказательство. Существование у; (Г), ЕЕ К, следует из равен- 
ства 5; # = Уг, у, (г) непрерывно в Е зависит от у; (0) в силу непрерыв- 
ности 5;у по у (это справедливо как при { > 0, так и при Е < 0). Ограни- 
ченность (и; (г), д:и; (г)) в Е, следует из ограниченности Ўв Ё;, а огра- 
ниченность Эти в Н получаем из (1.8.1), выразив 2и через д; и, Дии/(и). 
При этом используем ограниченность отображения и > / (и) из Н?вН 
(более того, это отображение ограничено и непрерывно из Н? -8 в Спри 
$ < 1/2). Ң 

Очевидно, и, д,и, дти ограничены в Ё, „(Н?), 1,9") и Ёр(Н) соответ- 
ственно, при р < ®. Здесь /,(Н') = 101-7, Т], Н'). Вложения Н' С 
с! -8, 5 > 0, вполне непрерывны, а пространства Н* рефлексивны. При: 
меняя теорему 1.1.4, получаем, что и;’ + ио в 1, (Н? 5), а д;и;'’ > д; ио 
в Ёр(Н 1-8), где {7} — подпоследовательность { / }. При этом любая 
другая подпоследовательность {и;} сходится к тому же пределу ио, так 
как и, (1) > ис (Г) вн! Уг а 

Докажем теперь компактность Ув Ё'. Пусть {2;} С Ў и2; >20 слабо 
в Е. Докажем, что 2; >20 сильно в Р,. Согласно лемме 5, 2; = у, (0), 
я) = (400), 3 (0) > (шо (0), Зншо (6) в Ер([- Т, Т. Ел в). По- 
ложим оо; = и; (-Т), 00; = д,и; (— Т). Очевидно, (0о;, ооу) ограничены в 
Е; константой А, = К, (%). Обозначим через у} решение уравнения 


ди; +17д;0; = До – ж (0 15д = 0), (44) 

Уи о = Оор, дг0 1, о 00у. (= 0, 1,...). 
Здесь # — то же, что в (1.8.1) и не зависит от г. Пусть во = А-!$ — реше- 
ние стационарного уравнения 

До —8=0, о [эп =0. (44°) 
Заметим, что во Е Н? и точка уу = (20,0) – единственная неподвижная 


точка линейной полугруппы {5,}, соответствующей (44). Так как #0 
не зависит от {, то, вычитая почленно равенства (44) и (44'), получим 


а? (и] – во) +78, (0} – во) = А(ц{ — о), 
(0; – во) 1; = 0 Ооу — 80, д, (и} — Во) 1; = 0 =} . 
Отсюда легко следует, что 
100], 9,0) ) – (80,0) Нк, < Се-"", С= С(К, в). (= 0,1,...). (45) 


91 


Докажем теперь, что Уєо > О ЯМ, такое, что #2; —20 к, <4ео при] > 
„> №. Выберем Т > 0 настолько большим, что Сехр(- пт) < ео, где 1 и 
С -- те же, чтов (45). 

Обозначим через м’; (1) решение уравнения 

01 м; + уд, №; = Дм, – Л(и (Е - Т)), (46) 

и =0 =0, д; м |, = 0 = 0, 
Очевидно, что и/(г) +0; (2) = и; (г – Т). Поэтому 

(и/(Г), д. ®/(Г)) + (07 (Г), ди] (Г)) = 2}. 
В силу (45) (так как 2; = (и, (0), д, ш(0)) (=0,1=7)), если 

(9/07), ә, в;(Г)) — (оТ), джо (Г) 1, о, (47) 
го 12, —20 1, < 460. Так как (0, 9:5} ) > (00, 9:00) и2; >20 в Е, то 
для доказательства (47) при больших ј достаточно доказать компактность 


множества { (м; (Т), д, (Г))} в Е. Чтобы это сделать, продифферен- 
цируем (46) по г. Получим уравнение относительно м} = д;му: 


д2 у + уд, и! = Ди! — Ги - Т) дли — Т), | (48) 
ми =о=0, дм; |, =о= — (и, (-Т)). (49) 
Заметим, что и; (— Т) ограничены в Н? и сходятся в Н! к ио (- Т). Так 


как отображение и > / (и) непрерывно из С(©) в А, то (ш (- Т)) > 


> (мо (- Т)) в И. Поэтому (5) (0), д ем} (0)) э (мо (0), 2,00 (0)) в Е. 
Докажем теперь, что 


Губ Т) дли, - Т) + Л 'шо( - Т)) дио@ - Т) в 1.0). (50) 
В силу леммы 4 этого достаточно для того, чтобы 
(н), д, жу) > (мо(Т), Зи с(Г)) в Е. (51) 


" Отображение и(г) > Г' (и (г)) непрерывно из [3 (С($)) в [..(С($2)). 
Действительно, функция ў 1 (Г = / +/ ‚) ограничена и непрерывна. Поэто- 
му 


о 


1) шо) Е > 0 при + 


в силу теоремы Лебега. Функция Го удовлетворяет условию (5), поэтому 
0 0 
Л И Ло(м,} — Го(ио) 16 4 «М ЛИШ шо 1+ 115 1и — мо © 4-0, 


и непрерывность и ++ /'(и) доказана. Далее отображение (м, и’) = 
+ /'(и)и’ непрерывно из 1в{С(®)) Х Га (12 (Ә)) в 0, (2, (6)). Дей- 
ствительно, так как уи < 1 СТИ Ь то отображение (/’,и’) в 
н /’и’ непрерывно из [4(С(7)) Х Ё4 (1, (®)) в 1,(1,.(9)). Учитывая 
непрерывность и Бу (и) = Л', получаем требуемую непрерывность 
(мк) НГ’ (и)и’. 

Вложения /12 -8 с С(Я) ин! СИН = 21209) непрерывны.при мглых 5. 
Так как в силу леммы 5 и; ио вЁр(Н?- 5), а д; м; > д;ио в ЕР(Н" -8) 


при любых р < + <, в том числе прир =8ир=4 зи эи віз (С(9)) 
иди; 7 д,ио в 14 (Н), и справедливо (50) . Отсюда следует (51). Выразив 
Ли; из (46), при г = Т получаем из (51) и из того, что / (иу (0)) >Л(ио(0)) 
в Н, что №; (Г) > мо (Т) в А?. Отсюда и из (51), таккак д, м; = юу, следует, 
что при] 2 М, где М достаточно велико, выполнено (47). Следовательно, 
12) — 20 ПЕ, < 4ео при] > М. Так как ез произвольно, то 2; >20 В Ё!. 
Так как последовательность {2,} произвольна, то отсюда следует ком- 
пактность Ў в Ё; , и теорема 2 доказана ш 

Замечание 1. В случае, когда функция / удовлетворяет допол- 
нительным условиям гладкости по и, а функция # достаточно гладкая 
по х, можно аналогично установить ограниченность и компактность Ў в 
Е;, $ > 1. При этом используются соображения, близкие к тем, которые 
использованы при доказательстве компактности Ў в Е, на последнем этапе 
доказательства теоремы 2. 

Замечание 2. В случае п = 4 условие (6) следует заменить на усло- 
вие а = 1, р = 0. При этом утверждения теорем 1 и 2 остаются без изме- 
нения. Прил > 4 вместо условия (6) накладывается условие 


0<а<1, р20, а+р<2/(п-—2). (52) 


При этом утверждения теорем 1 и 2 остаются верными. Доказательство 
теоремы 2 состоит из нескольких шагов (больше, чем четыре, так как 
имеет место повышение гладкости не на 1/2 — $, где 6 мало, как было в 
случаел = 3,ана б; >0,гдеб, мало). 

Замечание 3. Условие (2) на функцию /, (при п = 3) можно осла- 
бить. Достаточно при п = 3 потребовать выполнения оценки 


17 (4) 1< Са +10101), р, <2. (53) 


При этом предположении утверждения теорем 1 и 2 остаются верными, 
Изменения в доказательстве теоремы 1 состоит в том, что при выполнении 
условия (53) число є в леммах 2 и 3 удовлетворяет условию є > є = 
= тах (1/2, р,/2), более сильному, чем є > 1/2, т.е. в этих леммах дока- 
зано существование притягивающего множества, ограниченного в Ё -е, 
є > ео, при большем значении є о. В доказательстве теоремы 2 из ограничен: 
кости 9 в Е, выводится ограниченность % в Ё, +; (если; + о< 1,52 0) с 
некоторым о > 0 (это о тем меньше, чем меньше 2 – р;). Поэтому доказа: 


тельство ограниченности У в Ё, состоит не из трех шагов, как в случае 
условия (2), а из [1/0] + 1 шагов. Условке (53) допускает рассмотрение 
немонотонных функций /, вида /, (и) = зш(]м|?:*!) (или /, (и) = 
= [и |? зіл и), сильно осциллирующих в бесконечности. 

Замечание 4. Существование (Ех, Е) аттрактора полугруппы {5,}, 
соответствующей (1.8.5), было доказано Бабиным и Вишиком [6]. Более 
сильный результат, состоящий в существовании (Е, Е) аттракторз у {5,}, 
был получен Аро [2]. А.Аро принадлежит идея разложения и(г) = 5гио 
на сумму двух слагаемых: и(г) = ио (1) + 0(7), где у (г) является реше- 
нием линейного однородного уравнения, и (г) — 0 при 2 + оо, аи, (г) при- 
надлежит компактному множеству в Е Уг > 0. Здесь и в статье Бабин, 
Вишик [23] применили несколько иной метод, взяв в качестве о (1) реше- 
ние нелинейного уравнения. Это позволило доказать существование (А, Е) - 
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аттрактора в случае, когда в условии (5) а = 1, р.= 1 (ранее Аро в [2] 
исследовал случай, когда а + р < 2). Кроме того, удалось охватить случай 
п > 3. Существование (Е;, Е, )-аттрактора при условии /’(и) Е С? (В), 
П) <С( + и?) доказано в работе Ладыженской [4]. 


7. О ПОВЕДЕНИИ ТРАЕКТОРИЙ ПРИ г -+ - = 


Пусть полугрулпа {5,} действует в банаховом пространстве Ё, 5, : Е > 
э» Е Уг > 0, Е содержится в более широком нормированном пространстве 
Ри {5,} равномерно по г Р-ограничена. Напомним, что {5,} равномер- 
но по 2 Р-ограничена, если для любого В Є (Е), В С Е, найдется мно- 
жесгво В, Е %(Ё), такое, что 5,8 С В, Уг > 0. Будем изучать поведение 
полутраекторий {и(!), г Є К_} полугруппы {5,} при г > – о (и(г) – 
полутрасктория, если 5,и(г) = и(г + т) при г, г +т Є К_,тЄК,). Такие 
полутраектории и соответствующие нм множества О({и(т), т < 0} ниже 

т 


будем обозначать через Г”. 
Лемма 1. Пусть полугруппа {5,} равномерно Е-ограничена и Г ~ 


’, полуграектория {5,}, которая неограничена в Е. Тогда 


іи(т) {э +оо при т э — оо. (1) 
Доказательство. Предположим противное, т.е. что 

Шип Вис) =М< + о, (2) 
Фф: -- 6з 


Рассмотрим множество В = (о Є Е: ИИ: < М + 1). Из условия равно- 
мерной ограниченности {5,} следует существование такого множества 
й, (2), что 5,8 С В,, Уг 2 0. Выведем отсюда, что Г” -— ограничен- 
нос множссгво. Действительно, пусть ио Е Г” -— любая точка на Г”. Тогда 


` Мо “и(То). В силу (2) найдется такоет; < то, что Їи(т,) [р <М + 1. Тог- 


‚ даи(То) = 5; -г,и(т:), и поскольку Е = то – 7, > 0, тои(то) = Е В:. 
‹ Отсюда следует, что Г С В,, т.е. ГГ Є (Е), что противоречит условию 
неограниченности Г в Ё. Формула (1) доказана ш 

Определение 1. Через Му (©) = Ме (<,5,) обозначается множество всех 
таких ио Е Е, для которых существует проходящая через них полутраек- 
тория (и(т), тЕВ_}, удовлетворяющая (1). 

Теорема 1. Пусть полугруппа {5,} действует в Е, равномерно Е-ограни- 
чена и обладает (Е, Р) аттрактором 9%. Предполагается, что на Е операторы 
$, Г № 0, взаимно однозначны. Пусть Г = {и(г), Е К_} - некоторая 
полутрасктория {5,}. Тогда либо Г С Ў, либо Г С Ме (о) и Ж П 
ПМ (с) = ф. 

Доказательство. Пусть Г — полутраектория. Если ГЕ (Р), 
10 так как 5,Г” О ГУ, применимо предложение 1.2, где У = Ж, Х = Г. 
Позгому Г СЯ. Если Г” неограничена в Е, то в силу леммы 1 {и(г) {е > 
+ 4 ® цриг ә — ©; следовательно, любая точка Г принадлежит Мр (оо). 
При этом ни одна точка Г” в этом случае не принадлежит %. Действитель- 
но, если бы было и, Е ГЛ иц Є %, то, так как 5, Ж = Ҹ УЕР 0, через ио 
проходили бы полутраектория Гу С %. Следовательно, через одну точку 
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проходили бы две различные траектории, что противоречит взаимной 
однозначности отображений 5, № 

Теорема 2. Пусть {5,, ГЕК} - группа операторов, 5: Е-ЕУЁЕВ. 
Предполагается, что соответствующая ей полугруппа {5,, 1 2 0} равно- 
мерно Е-ограничена и обладает максимальным (Г, Р) -аттрактором %. 
Тогда 


Е = Мр(е) О Ҹ. (3) 


Доказательство. Если {5,} – группа, то через каждую точку 
ио Є Е проходит траектория и(г) = 5,0, г Є К. Воспользовавшись теоре- 
мой 1, получаем (3) м . 

Пример 1. Полугруппа ({5,, #>0}, соответствующая системе 
(1.8.5), продолжается по { до группы &5;, ГЕ В}. Эта группа удовлет- 
воряет всем условиям теоремы 2. 

Действительно, согласно теореме 1.8,2, {5,} обладает (Е, Е) -аттракто- 
ром, где Ё = НоХ Н. Отметим, что однозначность продолжения полугруппы 
{5,,: > 0} на полуось Е < 0 следует из однозначной разрешимости задачи 
Коши для гиперболических уравнений в сторону отрицательных значений г. 

В следующем разделе будет приведен пример полугруппы, которая 
порождается параболическим уравнением и для которой выполнены усло- 
вия теоремы 1. 


8. ВЗАИМНАЯ ОДНОЗНАЧНОСТЬ ОПЕРАТОРОВ ПОЛУГРУПП 


При изучении действия полугруппы {5,} важное значение имеет свой- 
ство взаимной однозначности операторов 5,. Это свойство операторов 5;, 
порожденных уравнениями с частными производными, изучалось Лады- 
женской [2]. Исследования по единственности продолжения назад решений 
линейных параболических уравнений проводились многими авторами, сре- 
ди которых отметим Крейна [1], Глаголеву [1], Лионса и Мальгранжа 
[1], Агмона и Ниренберга [1], Бардоса и Тартара [1], Гидалья [2]. Здесь 
будем следовать Гидалья [2]. 

Пусть Я, СНС Н_; – гильбертовы пространства, вложения непрерыв. 
ны и плотны, пространство Н_, сопряжено к Н, относительно скалярногс 
произведения в Я. Нормы в Н,, Н, Н_; обозначим через 1. №, 1-1, 
соответственно. Пусть 0 <Т < +оиг А4 (г) - измеримос отображение и: 
[0, Т] в пространство 2 (Н,, Н_,) ограниченных линейных операторов и: 
Н, в Н_,. Будем предполагать, что при почти всех ѓ А (1} <амосопряжен 
ный неограниченный оператор в Н с областью определения 4(4 (!)) · 
= {иЕЛ, : АиЕН}. Наложим на А (7) следующие требования, 

Условие Т.. 1) Существуют ЛЕ Кит > 0, такие, что 


({А( р, е) +1012 2071012 УрЕН,. (1 


2) Существует операторнозначная функция класса Ё,([0, Т 
г(Н:,Н_1)), которую обозначим А'(г) = 2,4 (г), такая, что 


а 
1 Фу, >= 09,40) 9,0) Уф, ФЕН, 


при почти всех Є [0,7]. 


` Террема 1. (Гидалья [2]). Пусть и (г) удовлетворяет следующим усло- 
виям: 


иЕС([0, Т], Н,),иє9(4(0)), 4()иє1,(10,7],Н), (3) 
д:и(г) + А (Г) и(г) =8(1), ЕЛ, (4) 
[ди + Аи ЗАО, (5) 


где ћ(1) Є 1, (0, Т]) (формули (3) — (5) справедливы при почти всех 
г), и пусть и(Т) = 0. Тогда и (1) = Опри 0 <: «Т. 

Доказательство. Заменив и(г) на и(г) е^ и А(!) на А (г) + 
+ А, будем считать, что в (1) А = 0. Доказательство теоремы проведем от 
противного. Предположим, что найдется такое {о Е [0, Т [, что и(1о) = 
+ 0. Так как, согласно (3), отображение г » 1 и(г) 1 непрерывно, то спра- 
ведлива альтернатива: либо [и (г) > ОУЕЕ [15, Т], либо 


Яг, Е [1,7], что УЕЕ [1,2 [ 14(0) 120, и(г,) = 0. - (6) 
Первый вариант исключается, так как и (Т) = 0. Обозначим 

А) = (А (г) и(2), ии, | (7) 

Ги = ди + Аи. (8) 


Дифференцируя (7) по г, получаем 

д, А = (А и, иуи 2 +2 (Аи, и) ий? – 

— 2 (Ам, «у Пи 19] (и, и) (и = ди). 
Отсюда следует уравнение для Л: 

д, Л = 2 (Ди – Ли, и’/ ћи \? + (Аи и Ли. (9) 
Так как (Аи - Ли, и) = 0, то, согласно (8), 

1 Ди — Ли 1? = (Аи – Ли, Аи) – Л Аи – Ли, и) = 

= (Аи — Ли, Аи) = (Аи -— Ги, 1и) – (Аи – Ли, и’) (10) 


(и’= д,и существует при почти всех г, согласно (4) и (3)). Воспользо- 
вавшись (9) и (10), выводим 


(2/2) 9, А + Аи – Ли 12 0и 12 = (Аи — Ли, Ли) Пи + 
+ (1/2) (А 'и, ии. (11) 


Оценим сверху правую часть (11). Заметим, что при почти всех { 
(Ли Ли, 2и) 1< а?) 1 Аи – Лий? + (1/2) иВ < 
< (1/2) Аи – ЛиР + (А2 (0)/2) и 1. (12) 
Воспользовавшись самосопряженностью и положительностью А (то) при 
некотором то Є [0,7] ,а также (1), получаем 
Аи, м) < Аи йи, < 
аи В < (о(г)/т) (Аи, «(7)), | (13) 
и (г) ТА) 1н, ну 
на 


Всилу (12), (13) и (1) выводим из (11) 


д, Л+ТАй — Ли РЛий <т(л, (14) 
где " 
т(1) = (Ил) (а (2) + А2 (0). (15) 


Из (14) следует, что д, Л «< т(7) Л, и при помощи неравенства Гронуолла 
заключаем 


Л (г) < А(го)ехр Г т ($) @. — (6) 
1, . 


С другой стороны, согласно (8), 
2 - НО ди) ә, и 12 = (и, ә, иуи? = А -– (ги, иуи 12. 


Поэтому, учитывая (5) и то, что, согласно (Г) и (7), 10 12/1412 < л, 
получаем 


— д: п Ги < Л +1 и Ли 5 Л + А? + ЛА. (17) 


Так какй Є 1, ([0, Т]) и Л ограничена согласно (16), то правая часть 
(17) интегрируема и іп 1и (г) #> Со > – © при Е ] о, Ё, [. Это противо- 


речит тому, что и(г1,) = 0, ие С([1о, #,] ). Полученное противоречие за- 
вершает доказательство м 


Рассмотрим теперь уравнение 
п 


п 
д; = 2 а;(0(х, 1) дум) + Х Ьх, г) дю +40. ч о =0. (18) 
= 1 і= 1 


Предполагается, что 
Ў а(х. ЕЕ Ро ЕР, Ш >0, (19) 
коэффициенты ау, (х. Г) класса С'([0, Т], С(Я)),1 Вх, 91 < С, [а (х, #)1< С. 
Лемма 1. Пусть м(х, 1) — решение уравнения (18), такое, что м Е 
Е С([0, Т], А) пд, (10, 7], А?) идмЕГ.. ([0, Т], Н), где Н? = 


= Н(9) П {изо = 0)} - пространства Соболева. Тогда если м(Т) = 0, 
то м(1) =0 УГЄ [0,7]. 


Доказательство. Положим 


А()и= - У д;(а;(х, г) д; и). (20) 
Очевидно, это уравнение имеет вид (4), где А определено посредством 
(20), ғ = УЬ:д;и + ађи. Справедлива оценка (5), где ! {, ~ норма в 


Н'(9). Условие (Г) выполнено в силу (19), д, А существует, так как 
ау Е С' (10, Т], С(9)). Условия (3) для и = ж выполнены в силу условий, 
наложенных на м. Поэтому применима теорема 1, и из этой теоремы сле- 
дует утвер ление леммы а 

Покажем теперь, что операторы $, полугруппы {5,;} , соотвегствующей 
уравнению (1.7.1) и действующей в пространстве Е, определяемом посред: 
ством (1.7.8), облалают свойством взаимной однозначности. 

Лемма 2. Пусть коэффициенты ац уравнения (1.7.1) — класса С?*“ по 
и, Ь(х, и, Зи) и ао(х. и) — класса С?*% по и, Уи и С® по х. Пусть на, из ~ 


бу 


два решения (1.7.1) класса Г’, ,„ (0, Т). Тогда если и, (Т) = и, (Т), то 
и, (г) = и, (1) при Уг Є [0,Т]. 

Доказательство. Вычитая уравнения (1.7.1) для и, иџ;, получа. 
ем 


0,(и – и) = Ў аџбиз) д;9;(из иу) +0(х, из, Уи) — 

– Ь(х, и,, Уи, ) — ао (х, из) +ао(х, и! ) +Х (ау(из) — ау(и,)) д;0;и,, (21) 

(и – и, ) ва =0. 
Положим м (1) = и (1) — и; (Е). Воспользовавшись тем, что если / — класса 
С?1“, то (и) -Л(и,) =7, (ил, и) (из фи), где Г, — класса С!**°, а 
также равенством ау; (иг) д:д;м = д; (аи; (из) дум) — (дла; (из) ) дуи, вы- 
водим из (21) уравнение 

д: м = да, (из) дем) + ХЫ(х, из, из, и, из) дуи + 

+ @оо(Х, Ми, Из, дуи, диз, д; д; и, ) м. (22) 


Так как функции а;;, Б и ао, входящие в (21), имеют гладкость С? *® по 
ии Уи, то функции аоо, Ё; из (22) имеют гладкость С '*@ по Уи, и, д ди. 
Так как и — класса Из; = С !*%/2:2*%, то эти коэффициенты — класса 


С°!?,* Заметим теперь, что.если и — решение (1.7.1), то ди’ — решение 
уравнения 


д:и' = Хар (и) д; дри +5 Бодри — @о1 и’, (23) 
где ао: и Роу — функции от и, дум, д;д и, Коэффициенты уравнения (23) 
принадлежат С'*“ по и, дуи, д;дуи и, следовательно, они — класса 


С 2,8010 Т] ХО). Из теорем о гладкости решений линейных уравнений 
(см. [Л.С.У]) следует, что м., И; ограничены в И,,.(Т,, Т) при Т, >0. 
Таким образом, коэффициенты уравнения (22) и производные по Г от них 
ограничены в С“/?,@ ([Т,,Т] ХО). Отсюда вытекает после замены Г на 
г Т, что коэффициенты этого уравнения удовлетворяют условиям 
леммы 2, где вместо Т стоит Т – Т,. Поэтому и, (1) = и, (г) при г> Т;. 


Так как 7; > 0 произвольно, аи; ии, непрерывны по 2, то м, (г) = и, (7) 
У:Е [0, Т], илемма доказана в 


Полезна следуюшая лемма, полученная А.Н. Тихоновым. 

Лемма 3. Пусть 5: К, э К, – взаимно однозначное, непрерывное отоб- 
ражение компактного метрического пространства Ку на метрическое прост- 
ранство Ко. Тогда обратное отображение 5 !: К, >К, непрерывно. 

Доказательство. Пусть у; ЄК, уу >Уо(] 9 о). Тода у; =5х,, 
ху ЄК,. Из{х;} выбираем сходяшуюся подпоследовательность ху „7 Хо. 
„Из непрерывности 5 следует 5ху, > 5хо . Так как 55у, = уук ә уо, ТО 


$ хо= уо и хо= 57! уу. Так как из любой подпоследовательности х} = 
= 5 `1 у можно выбрать сходяшуюся и любая такая подпоследовательность 
сходится к одному и тому же элементу хо, то 5"! непрерывно 8 

Лемма 4. Операторы полугруппы, соответствующей (1.71), взаимно 


однозначны. Операторы { 5,}, суженые на аттрактор Ҹ, обладают непрерыв- 
ными из Е в Е операторами 5. 


Доказательство. Пусть и; (г) =5: шо, и, (Г) =5: изо. Возьмем 
Т > 0. Из леммы 2 следует, что если бути о Е5тило, ТО Цуу = Из о. Рассмот- 
рим сужение {5,} на #. Так как 5,9 = # и 5; взаимно однозначны, то на 
определены 5;!, Эти операторы непрерывны в силу леммы 3 и компакт- 
ности Ҹ и 

Заме чание 1. В работе Ладыженской [2] для некоторых классов 
уравнений в гильбертовом пространстве д, и = 4и, включающих, в частнос- 
ти, параболические уравнения вида (18) (при условиях, несколько отлич- 
ных от наложенных здесь) и двумерную линеаризированную систему 
Навье—Стокса, получены оценки вида и (0) 1<СТ1и(Г) 1, а>0, где 
С зависит от априорных оценок решений в соответствующих пространствах. 
Эти оценки уточняют характер непрерывной зависимости и (0) от и(г). 


Глава Ш 
`АТТРАКТОРЫ И НЕУСТОЙЧИВЫЕ МНОЖЕСТВА 


1, НЕУСТОЙЧИВЫЕ И УСТОЙЧИВЫЕ МНОЖЕСТВА 


Инвариантной траекторией полугруппы {5,}, дейст- 
вующей в Ё, назовем такую кривую и (т) ЕЁ, тЕ К, что 5; и(т) =и(+т) 


У: >20, ТЕВ. Множество Ч и(т), где и(т) — траектория, назовем 
тЕК 


орбитой. Подчеркнем, что инвариантная траектория нсограниченно 
продолжается в сторону положительных и отрицательных значений /. Для 
кратности инвариантные траектории будем иногда называть траекто- 
риями. Если орбита {и(1)} ограничена в Ё, то будем говорить, что 
траектория (г) ограничена. Полутраекторией называет- 
ся кривая Г`={и(т), тЕВ_}или Г* ={и(т),тЕ В.}, обладаюшая 
следующим свойством: 

5. и (т) =и(т+г) УТЕВ _,1+тТЕК_ (г 2 0) в случае ГТ и соответ- 
ственно Ут, ЄК, в случае Г*. Множества УЧ и(т) и Ч и(т) 

ТЕК _ ТЕК, 

будем обозначать соответственно Г`иГ* и называть полуорбитами. 

Предложение 1. Пусть {5,} обладает (Е, В)-аттрактором Ҹ, и пусть 
орбита Г” полутраектории Г ={и(т), тЕ В _} ограничена в Е. Тогда 
Г" С9(, 

Доказательство. Из определения полутраектории следует, что 
ГПО Г”. Воспользовавшись предложением НП. 1.2, получаем, что Г СЎ а 

Определение 1. Пусть множество Х вложено в топологическое прост- 
ранство До с отделимой топологией и Х СЁ. (Чаше всего Во в дальней- 
шем -- банахово пространство.) Пусть УСХ. Через М" (У, Х, По) обозна- 
чается множество всех таких ио Е А, через которые проходит полутраек- 
тория Г” = (и(т), тЄ К _}, удовлетворяющая условию 


и(0) = Мо (1) 
и условию притяжения к Ү при Г > —ео, т.е, для любой окрестности О = 


=О(У) в топологии До множества У сушествует го 2 0, такое, что 
и(т)ЕО при 7< го. | (2) 
В тех случаях, когда из контекста ясно, чему равны Хи До, для краткости 


будем вместо М" (У, Х,Бь) писать М" (У). Множество М (У, Х, Бо) 
будем называть неустойчивым множеством, выходяшим 
из 7. 

Аналогично определяется множество М У (У, Х, Ро) с помошью замены 
1 э оо на Г ә +оо и В_ —-на.В,. Множество МУ (У, Х, Бо) называется 
устойчивым множеством, входящим в У. 

Отметим, что всякая полутрасктория Г” ={ и(т), тЕ К _} полугрупиы 
{5,} продолжастся до траектории Г ={и(т), тЄ К} с помошью отобра- 
жений 5,: и(т) =5:и(0) прит > 0. Однако полутраектория Г* ={и(т), 
тЄ К,}, заданная на К, ‚ не всегда продолжается на К _ 

Ниже в основном будем заниматься множествами М" (У, Х, Ро). 

Предложение 2. Если множество Ү состоит из конечного числа точек 


2; (ј = ‚ №), а5гио непрерывно в Пу зависит от 1 для любого ио Є 
ЄМ" о, Х.Р), ТО : 
МУ) = М'(Ү, Х, ро) = о М", Х, Ро)=, о М" (2;), (3) 
ј= 
М 
МУ У)= о М*(2,). (3) 
/=1 


Доказательство. Пусть ио ЄМ"(У) и Г-={ и(т), тЕВ_}- 
полутраектория, проходящая через ио (и (0) = иь). Для любого т; <0 мно- 


жество Г, = [ Ч и(т)] связно и компактно (замыкание [: ] берется 
т<т, 


в Ро). Здесь использованы конечность множества У и, следовательно, 
его компактность, а также непрерывность в Ро траектории и (т). Поэтому 


7= п Г, (Г, СГ,,, при т, < т2) также компактно и связно. Так как 
т<о 


7С{2:,...,2м}, то у на самом деле совпадаст с одной из точек 2 ;. Очевид- 


но, тогда мо Е М" (2;). Слеловательно, М" (У) включено в правую часть 
(3). Обратное включение очевидно. Формула (3) доказана. Формула (3') 
доказывасгся аналогично & 

Предложение 3. Лусть Х - строго инвариантное множество относительно 
{5}: 5, Х=Х УЕ > 0. Тогда через каждую точку из Е Х проходит иива- 
риантная траектория {и(т), тЕ В} СХ, причем и (0) = ко. 

Доказательство. Пусть и(г) =5, шо = 5, (0) УЕ? 0, и (0) =ш. 
Лля т<0 искомую траекторию {и (т)} определим следуюшим образом. 
Пусть {и} (К =1,2,...) - последовательность точек, определяемых 
рекуррентно из уравнений $, И_к=И_к+; (5, =5, р), н Є ЛХ. При 
К = 1 имеем 5,и_у = ио, причем сушествование точки и_; вытекает из 
строгой инварнангности множества Х: 5, Х = Х. Далее аналогично находим 
и_: из уравнения 5112 =и_ у и тд. Положим и(-К+т) =5. ик, 0% 
<1<1, А =1,2,... . Так определенная кривая { и (т), тЕВ}и есть иско- 
мая инварианитная траектория, проходящая через ио № 


а 21% 1% 


2. ГЛОБАЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ ЛЯПУНОВА. 
СТРУКТУРА ИНВАРИАНТНОГО МНОЖЕСТВА 


Приведем определение глобальной функции Ляпунова, которую ` лля 
краткости булем называть просто функцией Ляпунова. 

Определение 1. Пусть Х СО, где Р — топологическое пространство, а Х -- 
инвариантное множество относительно полугрувны {5,}: 5,ХСХ Уг2 0. 
Непрерывный в топологии Р функционал Ф (и), Ф: Х-» К, называется 
функцией Ляпунова полугрупныќ5,) нах, если для любого 
иЄ Х функция Ф(5, м) переменной 7 — не возрастающая по г, причем если 
Ф(и) = Ф(5,и) при некотором г > 0, то и=5:и=2 — неподвижная точка 
полугруппы {5,}: 5,2 =2 Уг 2 0. (В дальнейшем, как правило, р — 
бзнахово пространство в сильной топологии.) 

Через Ў (Х) обозначается множество всех неподвижных точек 2 полу- 
группы {5,} , лежаших в Х. 

Теорема 1. Пусть выполнены следующие условия: 

1) Х – строго инвариантное относительно полугруппы {5,} и компакт- 
ное в множество. 
2) Оператор 5;: Х>Х кепрерывен в топологии Р ка Х при каждом 
120. 


3) Полугруппа {5,} обладает непрерывной на Х функцией Ляпунова. 
Тогда 

Х=мМ “(ЭХ ), Х, р), 7 (1) 
Х=МУ(Ў(Х ), Х, Р). (1) 


Доказательство. Пусть мо Є Х. Так как Х строго инвариантно, 
то, согласно предложению 1.3, сушествует траектория { и (т), тЕ В} СХ, 
проходяшая через ио: и (0) = шо. Пусть 


62 (№) = п [ р и(т)|, (2) 


где [- ] — замыканиев 0. 
Так как Х комиактно, то множество о) _ (ио) не пусто. Оно обладзет сле- 
дующими свойствами: 

а) о (ио) = о _ строго инвариантно: $, о =®_. 

Доказательство этого факта аналогично, но проше доказательства инва- 
риантности множества 0(В) в теореме 11.2 1. Действигельно, из опреде- 
ления (2) сразу следует, что <, о Со. Докажем обратное включение. 
Пусть м Є о. В силу (2) существует последовательность гк -* —©°, такая, 
что “(71,) эъ. В силу компактности Хи включения {м (1)} СХ, сушест- 
вует {к} : Ч (25, —1) эи, иу ЄХ. Из непрерывности 5, следует: 
5, и —1) >5,и, . С другой стороны, 5,и (гк, 1) =и(гк,) у, Отсюда 
5.0 = №. Следовательно, о С 5; 02_. Таким образом, о =5;02_. 


6) Функция Ляпунова Ф постоянна на о _. Действительно, если м: Є (о, 
то сушествует последовательность ѓ; ~» оо, такая, что и(!;) >и. Отсюда 


Ф(и, } = Вт Ф(и(1;)) = Ф, = зир Ф(и(т)). 


в) Множество «о_ состоит из неподвижных точек. Действительно, из 


95. 99 


свойства ”а” следует, что вместеси, Є ш_ 5, Є о. Отсюда и из свойст. 
ва б” вытекает, что для и, Є о Ф, =Ф(и ) = Ф(5,и,) и, значит, иу – 
неподвижная точка: и; Є Ў (Х ). Таким образом, о_ СЎ(Х). 

Аналогично доказательству свойства притяжения в теореме 11.2.1 уста- 
навливается, что и(т) ғо при т » оо, Поэтому ио Є М" (о_, Х, Э) С 
СМ" (Я (Х),Х,0). Так как ио- произвольная точка ХЖ, то 
ХСсМ"(Ў(Х), Х, 0). Обратное включение очевидно. Формула (1) уста- 
новлена. Формула (1') доказывается аналогично м 

Предложение 1. Лусть выполнены условия теоремы 1, пусть Р = Е - ба- 
нахово пространство, $, действует на Е, Х = Ж - (Е, Е)-аттрактор полу- 
группы {5,}. Пусть {5,} (Е, Е) -ограничена равномерно по г 2 0. Тогда 


(0) = (Е) = 9, М, Е) = МН, ЕК). (3) 


Если, кроме того, Е, – банахово пространство, непрерывно вложенное 
в Е, Е, С Е, Е, инвариантно относительно (5,} иЗ(компактно в Е, то 


МУЎ, Е, Ер) = МӘ, Е Е) = МУЎ %,Е,) = МУ, 9, г). (4) 


Доказательство. Рассмотрим множество М". Заметим прежде 
всего, что ®(Е) = % (90) = 9. Действительно, пусть 2 Є (А). Множество 
{2}, состоящее из одной точки, строго инвариантно и ограничено; по- 
этому в силу предложения 1.1.2 2 Є Ж и, следовательно, 2 Є % (%1), по- 
этому (Е) С % (%). Так как %(%) С (Е), то ® (90) = (В). 

Пусть теперь ио Е М" (Ў, Е, Е), и пусть Г = { и(т), т < 0, и (0) =мо} -- 
соответствующая полутрасктория, и(т) > % при т > о. Множество 
компактно, поэтому є-окрестность О, (#) мпожеслва 9 в Е ограничена. 
Так как СЖ ,ац(7) -> % прит -> ~, 10 ЗМ, пакосе, чтои(-М№ Є О, (Ж). 
Очевидно, и(0) = 5м и (--№) Є 5 (О, (#)). Так как {5,} равномерно 
по 2 2 0 (Е, Е) -ограничена, то $ (О, (%)) С В, Е %(Е) УМЕ М. Поэто- 
му ио Є В, и, следовательно, Г С В, — ограниченное множество, кото- 
рое продолжается до инвариангного ограниченного множества Г: Г = 
= 05,77, 5,Г СГ Уг 2 0. По предложению 1.1 Г” С Ж. Огсюда М" (5%, 
Е, Е) С Ж; следовательно, М" (9, Е, Е) С М" (%,%, В. 

Обратное включение очевидно, и соотношение (3) доказано. 

Если Ж компактно в Ё;, как ив Ё, то топологии, порождаемые на# 
нормами Ри Е, эквивалентны. Следовательно, 


М" (#, Ҹ, 5) = М" 45%, Ч, ЕЁ!) (5) 


Далее, из ограниченности Ж в /7, следует, что М" (9, Ж, Е) С МН (У, 
Е, Е). В силу (3) получаем М" (9, Е, Е) С М" (9, Е, Ез). Обратное 
включение очевидно, и (4) доказано. 

Формулы (3) и (4) дзя Л? доказываются аналогично в 

Замечание 1. Пусть {5,} дейсавует на банаховом пространстве 
Е и удовлетворяет условиям теоремы 11.2.2 и, следовательно, в силу этой 
теоремы, обладает (Е, Е) -аттрактором %. Пусть на Е определена функ- 
ция Ляпунова Ф. Тогда множества {и Є Е: Ф(и) <#} = {Ф <) инва- 
риантны относительно {5,}. Сужение {5,} на {Ф <) обладаст в си- 


лу теоремы 11.2.2 (Е, Е) -аттрактором, который обозначим через (Ф <#). 
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Легко видеть, что в силу теоремы 1 
%(Ф<И = М" (9 Ф < Б), ВЕ), 


гле (Ф <®&) = (иЕЗУ: Ф(и) <#}. 

Предложение 1 описывает структуру максимального (Е, Е) -аттракто. 
ра при наличии функции Ляпунова. Следующая теорема описывает (то- 
чечный} аттрактор. 

Определение 2. Пусть {5,},5,: Е > Е, - нолугруппа в банаховом про- 
странстве Ё. Множество Х называется то чечнопритягиваю щим 
в Е, если 4151 (5:и, Х) э О при { > +5 иЄ Е. 

Теорема 2. Пусть Е -— банахово пространство, полугруппа {5,}, 5:1: 
Е > Е, обладает точечно-притягивающим множеством Х, компактным в 
Е. Пусть 5; непрерывны на Еи у &5$,} имеется функция Ляпунова, опре- 
деленная, непрерывная и ограниченная снизу в некоторой окрестности Х 
в Е. Пусть %— множество неподвижных точек {5 ,}. Тогда 


8151 (5,00, 7) >0 при Ф +оо Уш Є Е. 


Дока зательство. Так же, как в теореме 11.2.2, доказывается, 
что существует с-предельное множество «о (ио) для ио. Это множество 
компактно и инварнантно. Так же, как в теорсме 1, получаем, что на о (ио) 
функция Ф постоянна, откуда следует, что «(но) С %. Как и в теореме 
1.2.1, устанавливаем, что 5 ,ио -* о (ио) при 2 - +оо м 

Замечание 2. Утверждения, аналогичные тсореме 2 имеются в ра- 
боте Дафермоса [1]. Функция Ляпунова при изучении структуры аттрак- 
торов применялась в работах Хейла [2], Генри [1], Бабина, Вишика [4, 
6, 9, 14]. 


3. ПРИМЕРЫ ЭВОЛЮЦИОННЫХ УРАВНЕНИЙ, 
ОБЛАДАЮЩИХ ГЛОБАЛЬНОЙ ФУНКЦИЕЙ ЛЯ ПУНОВА 


1. Параболические уравнения второго порядка в 
пространствах С“. Рассмотрим частный случай уравнения (1.7.1): 


я 


д:и =а(и)| 2 9,(а, ©) дуи) – Ли) – 60) = Аи. (1) 


Здесь а; = ор а(и) > С > 0. Предполагается, что функции, входящие в 
правую часть (1), удовлетворяют всем условиям, наложенным на (1.7.1). 
Пусть 
| п и , 
Ф(и) = ) (; 2 а(х) ди ди +Р0(и) я м) (и) Ло Чо. (2) 


Теорема 1. Фуикционал Ф (и), иЕС?*%, 0< а <1, является глобальной 
функцией Ляпунова полугруппы {5,}, соответствующей (1) и действую- 
щей в пространстве ЕС С’' 9 ($), определяемом (17.8). Максимальный 
апрактор % этой полугруппы допускает представление 


= МНО %,С 27900), С? 1 9( {3}, (3) 
= муб, 9,С2* 0), (3' ) 


+ 
где СС? *°*(0) пи | эо = 0) - множество всех неподвижных точек 


полугруппы {5,}. Функции 2 = 2 (х), принадлежащие Ф, являются реще- 
ниями стационарного уравнения ` 


У д, (а(х) 9,2) - (2) – 800) = 0, 2 о =0. (4) 


Доказательство. Легко видеть, что функционал Ф (и) дифферен. 
цируем в смысле Фреше; дифференциал Ф (и) действует на о по формуле 


(Ф и), и) = у (2 а д;идџо + у (и) и + ви) ах = 
п 


= — } Аи у ах, и С С?*9(9) {ио =0), БЕС (п) {01,0 = 0), 


" (5) 
где Аи — оператор, стоящий справа в (1). Если {м(1) = ие, х), гЄ К.) реше- 
ние (полутраектория) уравнения (1) из класса И? *% = С? 19,1 +а/2 (5х8), 
то учитывая (5) и (1), получим 


д,Ф(и (1) = (Ф (и(г)), д:и(г))= — (Аы), Аи(0)). (6) 


Отсюда видно, что 9,Ф (и (1) < 0, т.е. функция гэ Ф(и(1) — убывающая. 
При этом, если для некоторого {у > 0 Ф (и(го)) = Ф (и(0)) (и<г) = 5, и(0)), 
то в силу (6) 


0 = Ф(и(10)) - Ф(и(0)) = Г { Аи(т), Аш(т))ат. 
о 


Следовательно, 4и (т) = 0 при О<т< го, поэтому и(т) =2 – решение (4). 
Поэтому в силу (1) д, и(т) = 0 и и(т) = (0) = 2. Так как А2 = 0, тои(г) = 2 
является решением (1) при! > 0, т.е. 5,222 Уг20 и 2Є Я 

Так как функционал Ф (и), заданный посредством (2), непрерывен на 
С? +а (52), то Ф(и) удовлетворяет условиям определения 2.1, где Х = 
= С? *“(9) Ете. Ф — функция Ляпунова полугруппы {5,} , соответ- 
ствующей (1). 

Согласно теореме 11.5.1, существует (С(0), С2*%(9)) - аттрактор 
% СЕ нолугруипы {5,}. Применим тсорему 2.1 к {5,} ири Х = % ; сог- 
ласно определению (С, С? * “) -аттрактора, Ж ~ компактвС?*“и Ж стро. 
го инваризнтно относительно {5,}, поэгому выполнено условие 1 теоре- 
мы 2.1. Согласно п. 4 теоремы 1.7.2 операторы 5, непрерывны на Ё в тоно- 
гии С? +9“. следовательно, выполнено условие и. 2 этой теоремы. 


Таким образом, выполнены все условия теоремы 2.1, и в силу этой 
теоремы 


У = МЧ (9), {,С?*)=М7( (9%), %,С?*а). (7) 


Заметим теперь, что {5,} (С?*“, С?*“) ограничена равномерно по 
122 0 (п. 5) теоремы 1.7.2. Поэтому в силу предложения 2.1 из (7) следует 
= | 

2. Гиперболическо е уравнение с диссипацией. Рас- 
смотрим в ЄК" уравнение (1.8.1): 


д2и+ үд,и= Ди - Ји) - = (у> 0), иір = 0. (8) 


На Хи) налагаются условия (1.8.2) - (1.8.4), (118.1) (1.8.6), ғ = #(х) Є 
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ЕЁ: (9). Положим 


1 
Ф(и, р) = К(и, р) = ј Еб + | Уи БнР ви | р= ди. (9) 
о 


Пусть Е = Но ХН, Е, = (Н? ПНо) ХНо (Н = 1, (9 )). Напомним, что 
элементами этих пространств являются пары функций (и(х), р(х)) = у с 
конечными нормами [у 15 < + =, соответственно Гу, < + 9. 

Лемма 1. Функционал Ф (у) = Фф (и, р) = (у), задавасмый формулой (9), 
являстся на Е глобальной функцией Ля пукова полугруппы {5,} , порождае- 
мой уравнением (8) или соответствующей ей системой уравнений (1.8.5). 

Доказательство. Допустим сначала, что у(г) = (и(г), д, н(1)) Є 
ЕС((0, =), Е,). Тогда из уравнения (8) следует, что 92и(1) Е С([0, =), А). 
Для такой у(г) имеет место тождество (1.8.9): 


К(()) - КО’ (0)) + УГ дум В ат = 0. (10) 
0 


Заметим, что все слагаемые этой формулы непрерывно зависят от у(г) = 
= (и(1),д:и(:)) ЕСО, Т],Е) УТ> 0. Поэтому, аппроксимируя у(0} Є Е 
функциями у„(О)Є Е, : у„(0) э у(0) вЕ при п -> + о и учитывая, что при 
этом у) ЕЁ, у, (1) ЄЕ; и у, (Г) > У(1) вЕ, убеждаемся в справедливости 
(10) для ›()еЕС([0,5°[,Ё). Из (10) следует, что К(у(1)) < КОо()) 
для траектории у (1) Є С([0, °з[,Е) , т.е. для всякой траектории {у()} урав- 
нения (8) со значениями в Ё, построенной в разд.[ 8. При этом, если 
Ж(?{:)) = (у (0), то из (10) следует, что д, и(т) = О дия т Є [0, {]. 
Отсюда и(т) = и(0)=2 Уте [0,1], р(т) = р(0) = 0, гдег =2 (х) – реше- 
ние уравнения 


А2= Д2 - (2) -5=0, 21,0 = 0. (11) 


Очевидно, у (Г) = (2, 0) является решенисм (18.5) при всех Е > 0, поэтому 
У (0) = (2, 0)Е Ў ‚т.е.у(0) — неподвижная точка полугруппы { 5, }. 
Так как Ж(у) непрерывно зависит от у Є Ё, то Ж(у} обладает всеми 
свойствами определения 2.1 функции Ляпунова полугруппы { 5, } № 
Докажем теперь теорему о структуре аттрактора в случзе уравнения (8). 
Теорема 2. Максимальный аттрактор Ж полугруппы {5,}, 5,: Е > Е 


У: > 0, соответствующей уравнению (8) (или (1.8.5)), допускает пред- 
ставление 


= МОЎ (Е), Е, Е) =М"( (Е), Е, Е.) =М"(% (9), %,Е,), (12) 
=МУ( % (Е), Ҹ,Е,), (13) 


где Ў(Е) = \(Е,) = %(%) = 9 – множество есех неподвижных точек 
{5,} 8 Е (или, что то же, в Е, или в %). Эти точки имеют вид у = (2,0), 
где =г(х) — решение уравнения (11). 

Доказательство. Применим теорему 2.1 кХ = 9. Согласно теоре- 
ме И. 6.2, аттрактор % компактен в Ё; ив Е, поэтому условие п. 1 теоре- 
мы 2.1 выполнено. Нспрерывность операторов $, в Е (и даже их дифферен- 
цируемость на Ё) доказана в гл. УП, и вследствие этого п. 2 теоремы 2.1 
также установлен. Функция Ляпунова К(у) = Ф (у) в силу леммы 1 задает- 
ся формулой (9) на Е ни, следовательно, на Ё. Выражение (9), очевидно, 
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непрерывно в Ё по у. Поэтому выполнен п. 3 теоремы 2.1 и, согласно (2.1), 
Я =М"(% (9%), 1, л) = МУЭ(Я), %.Е). (14) 


Заметим, что {5,} (Е, Е) ограничена равномерно по г 2 0 в силу тсоре- 
мы 1.8.1 и % компактен в Ё; в силу теоремы 11.6.2. Воспользовавшись 
предложением 2.1 и формулой {2.5}, получасм из (14) равенства (12) и 
(13) м ` 

3. Система уравнений типа химической кинетики. 
Рассмотрим систему уравнений вида . 


ди 
д,и= ади - Ки) – #2 Аи, -— =0 (или и|.. =0), (15) 
ду [д 9 


и=(и!,....ит), Г=(Г!,...,[”), =... 8”). 


Предполагается, что а = а* > ро! (ио > 0) — симметрическая матрица 
размеров 71 Х т, /(и) — потенциальный вектор: 


Ци) =УЕ(и), те. Ји) = д Еи) (1 =1,...,т), (16) 
причем выполнены оценки (1.5.4), (1.5.8), (1.5.9): 
19 ;/(4) Є СА +1и [)Р2 У] р < тіп(4/н, 2Ки —2)). (17) 


Напомним, что эта оценка гарантирует подчиненность оператора /(и) 
оператору Лапласа Ди. 


Рассмотрим функционал Ф на Е = Н! (и |, = 0) или 


01. 


90 
| 
Е атичиз Рэв п) (18) 
Р) 


Так как и (и) , дифференцируем из //' СІ, „в Г, (см.предложение 1.1.4), 
то легко устанавливается, что Ф (и) дифференцируем на Ё, причем 


(Фи), о) = Ј (аУи: үо+ Ци) оч о) 4х = – (Аи, 0), (1%) 
п 


ә 
ентп 


др 


где Аи — оператор, стоящий справа в (15). Очевидно, Ф (и) непрерывен 
по и ЕР. Из формулы (19) следует, что Ф (и(г)), где иб) = 5, и(0) – 
траектория (решение) уравнения (15), убывает с возрастанием г, причем 
если Ф (м(г)) = Ф (и(0)}, то и(!) =и(,х) = 2(х), где 2 (х) – неподвижная 
точка полугруппы {5,} в Е, соответствующей (15), т.е. 


92 
А2= 0, РУ =0 (или 21, = 0). (20) 
29 
Эти факты устанавливаются так же, как в предыдущих примерах. 
:. Теорема 3. Максимальный аттрактор \ полугруппы {5, }, 5,: Е => Е 
У: > 0, соответствующей системе (15) ‚допускает представление 


И = М" (Е), Е, Е)= М" (9), 9,Е)= МУ(9(9), %,Е). 


Доказательство проводится так же, как в предыдущих примерах. 
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4. Некоторые другие уравнения, обладающие глс- 
бальной функцией Ляпунова. 
а) Одномерное уравнение ко угости: 


КЕ : 
а? _ ле Әх д ў иу +26) 20 


где 6>0, 720, 0< о РДА УЗВ. 
Граничные условия: 


ил -0=0, ч.2 0. (22) 


Задача (21), (22) исследовалась в работах Дафермоса [2], Беркалиева 
[1,2] и других авторов. 

Аналогично тому, как это изложено в предыдущих примерах, можно 
установить, что функционал 


] 
Ф(и, р) =] (; ре) Р +14 (д; и) Р + Еи) + ви} ах, (23) 
п 


где /’(&) = о(=) — МЁЕЕВ, Еи) = (и) Уи ЄК, является глобальной функ- _ 
цией Ляпунова системы уравнений, полученной из (21), (22) с помощью 
подстановки д;и = р. В качестве пространства Е, в котором действует 
соответствующая полугруппа {5,}, можно взять (Н?([0,1]) п Но (0, Гр) Х 
Хх Но ([0, 1] ). 

Аттрактор полугруппы {5,}, несомненно, имеет вид 9 = М“( %,Е,Е). 
Аналогичный результат получен Беркалиевым [1, 2]. 

б) Система гиперболических уравнений с диссипацией. Рассмотрим сис- 
тему уравнений вида 


ди +Вдги = Ади - (и) - (х), и|зоа=0, (24) 


где В = В* иА=А* -— симметрические, положительно определенные матри- 
цы Вс 1 А Рс?Гс? >0, Г(и) — потенциальный вектор, т.с. для него 
выполнено (16). Допустим, что выполнены также векторные аналоги усло- 
вий примера 2. Тогда справедливы очевидные обобщения на векторный 
случай утверждений, сформулированных в примере 2. В частности, аттрак- 
тор Ч полугруппы { 5, } допускает представление (12). 

в) Задача нелинейной теории оболочек. В теории нелинейных колебз- 
ний упругой пологой оболочки, защемленной по контуру, в частности, 
возникает следующая система уравнений (см. Морозов [1], Чуешов [1]): 


(1 аД)д?и + (є; - є А)д,и – (и, 0] = (х), (25) 
А?о + [и,и| = 0, хєпек?, гғ>о, (26) 
, ди 
и1:=0 = М0(х), 0,и|,-о= и (х), и = -— =0, 
га др (зр 
КДД 
у = = 0. (27) 
9 ‘Эр. о . 


Здесь а, с, >0, є, 20, 
[м5] = 23 иа? о + 92 ид? о — 28, д, ид, д.0. 
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ти По оао Пе УС, 
что в (25), (26) и- ` величина поперечного изгиба оболочки, о — функция 
напряжений. Как показано Чуешовым [1], полугруппа {5,}, соответствую. 
щая задаче (25), (26), обладает глобальной функцией Ляпунова 


1 І 
Ф(у) = Ј |а Г +а |9, Уи + [9,и |? + 21401) + а, (28) 


у= (и, д,и) (о однозначно определяется по и из (26), (27)), причем имеет 
место следующее соотношение, аналогичное (10): 


1 
Ф(у(1)) – Ф(у(0)) + у «е, —е.Д)д; и, д,и) іт = 0. (29) 


Отсюда видно, что Ф(у) — глобальная функция Ляпунова системы (25), 
(26) в пространстве Ё = Но (Я) п Но (©) пар (и, д,и) (см. п. 2)). 
Имеет место аналог теоремы 2 о структуре максимального аттракто- 
ра % полугруппы {5,}: 
= М"(0 Е, Е). 


Эти вопросы, а также ряд других, более общих, исследованы Чуешо- 
вым [1]. 


4. ИССЛЕДОВАНИЕ АТТРАКТОРА ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
С ПОМОЩЬЮ ИНТЕГРАЛА ДИССИПАЦИИ 


Хотя аттрактор гиперболического уравнения с диссипацией вида (3.8) 
уже изучался в разд. 3, исследуем аналогичные вопросы повторно с по- 
мощью другого метода, в котором основную роль играет конечность ин- 
теграла диссипации вдоль траекторий. Запишем уравнение (3.8) в виде 
системы (1.8.5): 


д,и=р, д.р =-тр + Ди – (и) - #(х), и|зо = 0. (1) 


Предполагается, что /(и) удовлетворяет условиям (1.8.2), (1.8.4), которые, 
как было показано в разд. 1.8, обеспечивают существование и единствен- 
ность полутраектории Г” = {у(1),1ЕВ_} (у(9= (и (0), ди (0), обла- 
дающей следующими свойствами: 


0 0 
Г иги (РР а < +°, у дли (р) |141 < +, (2) 


уб) = (и(0), дли(г))Е 1. (>, 0), Е). (3) 


При этом предполагается, что у (0) Є Е. Интегралы вида (2) будем называть 
интегралами диссипации. 

Лемма 1. Любая лолутраектория Г = Фу, г ЄК _ } полугруппы {5}, 
5,: Е э Е, соответствующей системе (1), для которой выполнены соот- 
ношения (2) и (3), обладает следующим свойством: для любой последо- 
вательности 1; > —® из последовательности { у(1;)} = {(и (0), д. и(1;)} мож- 
но выбрать подпоследовательность, которая сильно сходится в Е к непод- 
вижной точке уо = (ио,0)Е % полугруппы {5;} (5,у(0) = у(0)). 
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Доказательство. Функция { (м({), д,и(1))} = у(0) удовлетворя- 
ет уравнению 


ди – Г(и) — 5(х) = ди + уд, и, и [эс =0, (4) 


в котором функцию дм (г) + 7д,и({) будем рассматривать как известную 
правую часть эллиптического уравнения. Ввиду сходимости интегралов 
диссипации (2) для любого фиксированного Т 

У] 

у «19, (ри + Идти (гу?) > 0 (јә). 

рТ 
Поэтому на интервалах [1; – Т, 1;| найдутся точки г, 1 – Т < ; < 0, та- 
кие, что 


д:и(1;) О в 1,(0)=Н, д9и(1) + 0 в И" (9) (5) 


при ] > о, Подставив в (4) {= 1, получаем уравнение, в котором правая 
часть 


д2 (2) +79 и(1;) » 0 в НИ. (6) 


Так как имеет место (3), то (2) 1н" ограничены и можно выбрать под: 
последовательность {и(!„)}, слабо сходящуюся в И\, к некоторой точ- 


ке шо. В силу условий на /(и) имеем /(и (г, )) = Лио) в Н (9). Поэтому 
из (4) при г = г, ииз (6) следует 


Ви(1т) – 0) = (2) + и (т) + үд, и (т) > Г(ио) (7) 
в 1 при т х, Отсюда 
ии) Рио в НО) при т > о, (8) 


Очевидно, из формул (7) и (8) получаем 

Дио —- ио) - 8 = 0. (9) 

Докажем теперь, что и(г,„) также обладает свойством (8). Имсем 
Ут) = Эн — Ут), 5 н — п Уо = Уо, Уо = (и, 0). Поэтому 

У(1т ) - Уо = 8,0 (т) ~ би У: (10) 
В силу (5) и (8) 

Ут) Уо = (и (т) -- Шо, д,и(0) -0) ә 0 в Е при ј» =, (11) 
Так как 0 < {м – ш < Т и операторы 5, у равномерно пот, 0 <т< Т. 
непрерывны по у на шаре ||у 1; < К, то из (10) и (11) следует, что 

Ут) - уо 9 0 в Е при Ш > ~. (12) 
Остается лишь заметить, что Уз = (ио, 0) -- неподвижная точка {5,}, так 
как “о - решение (9) и р, = 0 в 

Теорема 1. Лолутрасктория Г = {у(1) = (и, д,и()), ЕВ. ). гдеи(). 
9,4(1) = р(1) - решение системы (1), удовлегворчющее условиям леммы ! 
(следовительно, обладающее конечными интегралами диссипации (2)). 


принадлежит М"( Е. Е), т.е. уи) = (и (0), 9, и(1)) при т > -- оо нсограни- 
чено приближается к Ф. 
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Доказательство. Будем рассуждать от противного. Если бы 
существовала последовательность ѓу -> ~ х, для которой 9151(у(1;), % )2е 
Уј > 0, то нельзя было бы извлечь из нее подпоследовательность {у(м)}, 
неограниченно приближающуюся к % , а это противоречит лемме 1 в 


_ Следствие 1. Лусть функция Г(и) удовлетворяет условиям (1.8.2) 
и (1.8.4). Тогда 


\ = М"(Ф0, Е, Е), (13) 


где \ — максимальный (Е, Еаттрактор полугруппы {5,}, $: Е э Е, 
соответствующей (1). 

Доказательство. Как было доказано в разд. 18, в случае функ- 
ции /(и), удовлетворяющей условиям (1.8.2) и (1.8.4), для любой полу. 
траектории { у(г), ЄК _), для которой имеет место (3), сходятся иитегра- 
лы диссинации (2). Отметим теперь, что через каждую точку уз Е # прохо- 
дит траектория Г” = (у(1), ГС К_, у(0) = уо}, причем в силу ограничен- 
ности 9% в Ё для нее выполнено (3) и, следовательно, сходятся интегра- 
лы (2). Поэтому в силу теоремы 1 уо Е М" 9, Е, Е). Так как уз — лю- 
бая точка % ‚то Ж СМ", Е, Е). Обратное включение очевидно, так 
как любая полутрасктория Г” СМ"(%, Ё, Г) ограничена в Ёи в силу 
‚ предложения 1.1 Г С %. Таким образом, (13) установлено м 
Пусть функция / (&#), входящая в систему (1), удовлелворяет следующе- 
‹ му условию: 


Уи, — 0) < + и +, р 98/72 ци и, 8, 5 >0, (14) 


где 4 = 2п/(п - 2) прин > 2 ид ~ любое прил < 2. (Отметим, что для 

таких функций /(и), вообще говоря, не доказана теорема единственности 
- решения системы (1) в энергетическом пространстве /:.) 

Допустим, что существует полутрасктория Г” = {у(7), г Є К_ } систе- 
мы (1), обладающая конечным интегралом диссипации: 


о 
Иди 4 < С, (15) 


У) Є 2. ((-, 0), Е). (16) 


Теорема 2. Если выполнены условия (14), (15) и (16), то полутраекто- 
рня Г ={у(), ЕК р СМ", Е). 

Доказательство этой теоремы дано Бабиным, Вишиком в работе [11]. 
Там показано, что при выполнении указанных условий из любой последова- 
тельности { у(1;)} = {(и(1,), 9: и(1;))} © Г” можно выбрать подиоследова- 
тельность у(2,,), которая при {м >» -- слабо сходится в Ё к некогорой 
стационарной точке уо = (м, 0) Є %. Отсюда, как выше, выводится, что 
ГСМ", Е,,). 

Замечание 1. Ряд других уравнений математической физики об- 
ладаст конечным интегралом диссипации вида (2), например, одномерное 
уравнение вязкоупругости (3.21), система гиперболических уравне- 
ний (3.24) и система (3.25) нелинейной теории оболочек. В случае уравне- 
ния (3.21) сходится вдоль полутраектории Г” интеграл диссипации 


0 
Х (6 19,90,01? +7 дм ||?) г < +, (17) 
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для системы ы (8 > 
0 


Ј — ‚а < +оо, о. (18) 


Рі 


а для задачи нелинейной теории оболочек (3.25) — (3.27) 
о 0 
Г «є, – є А)д,и, д,и) ат = Ј (є, ди? + (19) 


+є, 1 Уд, ||?) 4! < ә. 


Замечание 2. Аналогичные интегралы сходятся на полутраекто- 
риях Г’ с заменой пределов интегрированияот 0 до +, Это позволяст 
аналогично рассматривать множества МУ(%, %, Е). 


5. ЭВОЛЮЦИОННЫЕ УРАВНЕНИЯ 
СО СХОДЯЩИМСЯ ИНТЕГРАЛОМ ДИССИПАЦИИ 


Рассмотрим теперь эволюционное уравнение 
д,и = Аи, и|,-0 = №, й (1) 


где А: Е, -> Еб. Здесь Е, — рефлексивное банахово пространство, Е, — 
банахово пространство. Предполагается, что оператор А обладает сле- 
дующим свойством замкнутости: 

Условие 1. Если и, > иов Е, „а Аи, > {в Ё прил > оо, то из — 
решение уравнения Аи = /. 

Предполагастся, что уравнению (1) отвечает полугруппа {5,}, действую- 
щая в банаховом иространстве ЕЁ, 5,: Ё э Е УЕ? 0, причем Е 
СЕС Е. Приведем достаточные условия для принадлежности зочки и, 
кМ"(%,Е,, Е), а также для того, чтобыи, Є М"(®, Е, Е) илим, Є 
ЄМ"(9, Е,, Е,), где Е, — некоторое банахово пространство. Отметим, 
ҷто ниже не требуется, как в разд. 2, наличия глобальной функции Ляпу- 
нова, однако предполагается, грубо говоря, конечность ингеграла ви- 
да (4.2) для полутраектории Г” = {и(т), тЕК_} или выполнение более 
слабого условия (см. ниже (2)), которое формулируется в следующей 
теореме. 

Теорема 1. Пусть Г” = фи(К ГЄ В_ } - полутраектория полугруппы 
{5,}, причем ГУ С Е,. Предполагается, что Г” и полугрупни {5,} удов- 
летворяют следующим условиям: 

а) Полутраектория Г ограничена в Ё\. 

6) Существует такое Т > 0, что для любого Е > 0 найдется М > 0, при 
котором для любого { < ~ № найдется такое: Є [1 - Т, ғ], что 


ПӘ, и(г') НЕ, < є. (2) 


в) Оператор А удовлетворяет условию 1. 

г) Операторы 5,и равномерно по г Є [0.Т] (Е, Е}непрерывны по и Є 
[Г] Е, „, где [-] в} „ – замыкание в Е у. 

Тогда из любой последовательности {1}, і э —– % при п > оо, можно 
выбрать такую подпоследовательность { 1, }, что и(1,) ио в Е\ „. при р э 


+ оо, При этом и, — неподвижная точка полугруппы {5,},и, ЕЯ ‚т.е. Аи = 


Доказательство. Пусть м -—> ~ оо, В силу ограниченности Г” 
в Е; и рефлексивности Ё, из последовательности {и(:„)} можно выбрать 
подпоследовательность {и(1,)}, слабо сходящуюся в Ё, „ к некоторой 
точке ио: и(1,) > иов Ё, при 2, ~ — о. В`силу условия б найдется такая 
последовательность {1,}, №Е [1 – Т, 2,], чо д, и(&,) > Ов Ех при и - о, 
Так как в силу (1) д,и(г,) = Аи(г,) ‚то. Аи(ь) > Ов Е, при и оо, Отсю- 
да и из условия 1 выводим, что Ацо = 0; следовательно, ио Е %, $, ио = ио 
у г> 0. Обозначим: ть = 1, ~ 1, О<т, «Т. Тогда и(ф») = 5, (1). Оче- 
видно 


и (г) — ио = 5, ,и(6) - ио =5,,и() – буи 


В силу компактности вложения Б © Е, и(г,) > ио в Ё. Из равномерной 
по т непрерывности операторов 5. и, 0 «т « Т, следует, что 


5, и(1ь) -- 51, о = и(1,) -ш э 0 в Е 


при г, > —°. Так как последовательность {и(1,)} ограничена в Е\, то 
найдется се подпоследовательность {#(1„)}: и(1т)- во в Е при {т > 
=» — оо. Очевидно, Ио = щ%,и(1) > чо в Еру при {т > — оо № 

Следствие 1. Если выполнены условия а--г теоремы 1, то любая 
точка и; Є Г” принадлежит М" (%,Е\ Ел»). 

Доказательство этого утверждения проведет от противного. Допустим, 
что и, МЎ Е, , Е), т.е. прит э – о и(т) не стремится к Ў вЕ\з. 
.В этом случае существует последовательность т, » - оо, такая, что и(т,„) Є 
ЕЛ, \0О (®), гле О (%) - некоторая окрестность % вЕЁ,.„. Но в силу 
теоремы 1 существует подиоследовательность {7,}, такая, что и(т,) > ио 
в Е| и, причем ио Е %, что приводит к противоречию. Поэтому точка 

ЄМ Е, Е), и вся траектория ГГСМ"(%, А, Е) м 

Теорема 2. Лусть вместо условий а и в теоремы 1 выполнены следующие 
условия: 

а’) Полутраектория Г” компактна в Е}. 

в’) Если из > ио в Е, и Аи, э [в Е, то из — решение уравнения Аи = {. 
(Это условие замкнутости графика оператора А, 4: Ё, э Е.) Кроме 
того, пусть выполнены условия 6, г теорсмы 1. Тогда траектория Г С 
см, Е, Е). 

Доказательство теоремы 2 повторяет доказательство теоремы 1 и следст- 
вия 1 с той лишь разницей, что в силу компактности Г в Ё; из последова- 
тельности {и(1,)} ( -> – о) точек кривой Г” можно выбрать сильно 
сходящуюся в Е, подпоследовательность {и (1,)}. 

Теорема 3. Лусть оператор А: Е; э Е, обладает следующим свойством: 

в”) Из сходимости в Еу последовательности ў, = Аи, к р ЕЁ и огра- 
ниченности {ии} в Е, следует, что из последовательности {и„} ЕЕ, можно 
выбрать подпоследовательность {ит}, сильно сходящуюся в банаховом 
пространстве Е.Е, СЕ, : 

ит эи в Е, при тж, ио ЕЁ, 


причем Ацо =}. 
Пусть выполнены, кроме того, условия а – и условие г (где Е\ „, заме- 


нено на Е) теоремы 1, причем не требуется, чтобы Е, < Е (достаточно, 
чтобы Е, С Е). 


112 


Тогда полутраектория ГГ С М*(%,Е,,Е.). 
Доказательство совпадает с доказательством теоремы 1 с очевидными 
изменениями, связанными с наличием условия в”. 


Приведем типичный пример оператора А (монотонного), для которого 
выполнено условие в”. 


Предложение 1..Пусть‹ оператор 
Аи=Аи+Али, А: Е >В, А: Е; > Е, 


где Е, — рефлексивное банахово пространство, Е; С Е, СЁ; и опера- 
тор Аз непрерывен из Е\ „в Ео. Оператор А, действует из Е; в Е, при- 
‚ чем предполагается, что оператор А; — монотонный в следующем смысле: 


(4,и;, —А и, и. и; ) > 0. 


({, >? — двойственность между Е; и Ер.) Предполагается также, что опера- 
тор Ао — хеминепрерывный: функция 8 ~ (А, (о + 0и), 2) (о, м2 ЄЕ,) 
непрерывна по 6 Є В. Тогда оператор А удовлетворяет условию 1. Если 
выполнено условие усиленной монотонности 


{Аи —Ацц:, и, и) > с? |4. и; ГЕ, Уи, и. ЄЕ;, (3) 


Ра 


гдес> 0 и Е, — такое пространство, что Е, СЕ, СЕС Е, вложение Е С 
С Е, всюду плотно, то оператор А удовлетворяет условию в". 

Доказательство. Пусть Аи, = Х,, {, > Ѓ/ в Ёо, {и„} — ограни- 
ченная последовательность в Ё,. Тогда в силу рефлексивности Ё, можно 
выбрать подпоследовательность и, -+ ио при т - о в ЕБ, и, ио Е Е. Так 
как А; — непрерывный оператор из Е; в Е, то Азим > 4,00 в Ёо. Сле- 
довательно, 


Азит =} — Азит ә № - Азид = фо в Бо(СЁЕ\) (т > ®). 


Так как ит ? ио в Ёз, и Аи, - фо в Еу, то из условия монотонности 
оператора ^а и его хеминепрерывности следует, так же как в разд. 1.3, 
что А 1Но = Фо = К — Алио. Поэтому выполнено условие 1. Докажем теперь, 
что ит — М е, + 0 при т -> со, Действительно, в силу (3) 


с? |ит — ис ИЕ, < (Аим -- Ашу, ит-ш} = 

= (м – Јо — (Ази, — А340), ит – Ч) < 

< (1/7 -Л |= +1420 — Азио Нез) Пит — Чо НЕ, 
< СИЛ» - Љ ПЕ, +1 Аим - Аз цо Пк, ит — Чо ЙЕ, . 


Отсюда следует, что 
Пи — мо ПЕ, < ССП — Л НЕ, +1 Азит – 4:00 ИЕ.) -0 


при тл > оо, При этом Мис = А10 + Азис = (ў – 400) + Азио = До, те. ус 
ловие в” выполнено в 

Замечание 1. Достаточным условием для выполнения условия 6 
теоремы 1, играющего в ней, очевидно; основную роль, является сходи- 
8. Зак. 1061 `` +13 


мость интеграла 
о - . 
< ПӘ, м (г) Ра < +оо, (4) 


где {и(г), гЄ В_} - полутраектория полугруппы {5,). Интеграл (4) мы 
по аналогии с интегралами (4.2) будем также называть интегралом 
диссипации. 

Замечание 2. Очевидно, теоремы 1, 2, 3 и следствие 1 непосредст- 
венно обобщаются на случай полутраекторий Г* = { и(г), гЄК,). При этом 
следует, очевидно, например, М" (%, Е,, Е.) заменить на МУ(®, Е,, Е,) 
Н Т.Д. 


6. ПРИЛОЖЕНИЯ К ПАРАБОЛИЧЕСКИМ МОНОТОННЫМ УРАВНЕНИЯМ 


Приведем ряд примеров параболических уравнений с монотонной прост- 
ранственной частью, для которых сходится интеграл (5.4) для полутраекто- 
рий и(г) и выполнены условия теоремы 5.1, 5.3 и следствия 5.1. 

Рассмотрим монотонное параболическое уравнение (1.3.1) 


д;и = – Аи -— 8, Аи. = Аи +Аси +А4,и, изд = 0, | (1) 


где Аџи = —-Хд;а, (Уи) — монотонный эллиптический оператор, рассмот- 
ренный в теореме 1.4.2, т.е. потенциальный вида (1.3.2). Последнее озна- 
чает, что существует такая функция а($), что 


а; ($) = (9/9%;)а(), цо 141? < а($) < и, (1+1 $). (2) 


Для простоты изложения предположим, что Али = Ли, А > 0, Аи = (и). 
Уравнение (2) обладает глобальной функцией Ляпунова 


А и 
Ф(и) = Дам) +Р(и) -— 3“ кви, Ки) = Ј 70). (3) 


Пространство ЕЁ; = У, = №: (9) П {изо = 0}. Предположим для 
простоты, что с|и|Ре ~ с, < Д(иди < С|и|?Ре +С, причем 2«рь< 
<2п/"—2), 1и) < Си 1Р2 +С. 

Эти условия на /(и) обеспечивают иодчиненность оператора Ази = (и) 
оператору А,, 4;: Е, э Ер. Кроме того, легко видеть, что оператор Аз, 
Ао: Е, > ЕТ, — непрерывный, Т.е. из слабой сходимости и, Фив ЕЁ, 
следует, что /(и„) > /(и) в Ег. Для уравнения (1) полагаем Бу = Еф. Тог- 
да А: Е, > Ер. Предположим сначала, что операгор А, удовлетворяет са- 
мому слабому условию монотонности: 

(Ац; — А1и2, и; ~и,) 2 0 Уи, ,и; ЄЕ,. (4) 
Очевидно, что достаточным условнем выполнения (4) является алгебраи- 
ческое условие (1.3.5) с џ' = 0. 

Теорема 1. Пусть Г” = { и(1), Є В.) – ограниченная в Е, полутраекто- 
рия полугруппы {5,}, 5,: Е, э Е, соответствующей уравнению (1), у ко- 
торого оператор А удовлетворяет сформулированным выше условиям. · 
Тогда выполнены условия а-г теоремы 51иГГСМ"(%,Е\, Е} „). 
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Доказательство. Условие а выполнено в силу предиолеиканий 
теоремы 1. Докажем сходимость интеграла (5.4) для полутрасктории Г-. 
Из неравенства (1.4.9) после замены ѓ на ? – Т следует, что 


И | 
1 19, м (г) |? 4ё < С, (5) 
т 


где С зависит лишь от |и(- Г)Ну,и не зависит от Г. Устремив Т к - <, 


получаем отсюда (5.4). В соответствии с замечанием 5.1 отсюда следуст 
выполнение условия б теоремы 5.1. Выполнение условия в следует из пред- 
ложения 5.1. 

Равномерная непрерывность операторов {5,} в Н была доказана в теоре- 
ме 1.4.1. Таким образом, все условия теоремы 5.1 выполнены; слело- 
вательно, согласно следствию 5.1, ГГСМ"(%,Е,, Е, „) № 

Следствие 1. При выполнении условий теоремы 1 максимальный 


аттрактор У полугруппы {5,), соответствующей уравнению (1), совпа- 
дает сМ"(9, Е, Е: в): 


= М" (Я, Е.Е. „)=Мн (Э). 

Доказательство. Докажем включение ИСМ" (9). Аттрак. 
тор % ограничен в Ё,. Пустьи, Е ЖиГ”=(и(г), тЕВ_} – полутраекто- 
рия, лежзщая на У и такая, что и(0) = и,. В силу инвариантности %, со- 
тласно предложению 1.3, такая кривая Г” существует. Очевидно, Г” огра- 
ничена в Ё;, поэтому в силу теоремы 1 ГСМ" (9). Обратное включение 
М"(®) С ЖХ очевидно. Действительно, полутраектория Г С М" (3) 
ограничена в Ё; и в силу предложения 1.1 Г” С Ж. Таким образом, 
М*(%) = Жи 

Если оператор А; удовлетворяет усиленному условию монотонности 


(Аџи — Аи, цу из) > с? иу - и) ТУ , (6) 


где с? = с*(К), Пи, е, 1и Е, < К, то выполнено условие в", гле Ё, = 
= Н\(©), и усиленный вариант теоремы | и следствия 1. 

Теорема 2. Пусть оператор А, кроме сформулированных выше усло- 
вий, удовлетворяет еще условию (6). Тогда любая ограниченная в Е; 
полутраектория Г” = {и(г). Є К. } принадлежит М(Ў, Еу, Н!) и мак- 
симальный аттрактор = М"(9,Е,,А'). 

Доказательство. В рассматриваемом случае выполнено усло- 
вие в” теоремы 5.3, в котором Е, = Н!. Это следует из (6) и из предложе- 
ния 5.1, где вместо 4и следуст подставить 40и + Ари. Как и в теореме 1, 
доказывается сходимость интеграла (5.4) и, следовательно, выполнение 
условия 6 теоремы 5.1. Остальные условия теоремы 5.3 проверяются 
так же, как при доказательстве теоремы 1. Из теоремы 5.3 утверждение 
теоремы 2 выводим так же, как в доказательстве следствия | в 

Замечание 1. Отметим, что система уравнений типа химкине- 
тики (3.15), рассмотренная в п. 3 разд. 3, при сформулировзнных там пред- 
положениях, является частным случаем векторного варианта изученного 
выше монотонного уравнения (1). В самом деле, при о = а* главная часть 
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системы (3.15) может быть представлена в виде 
У, д.а, (У и) = ади. 
к 


Член Ди) = УР(и), д = (Е1,..., 2"). Поэтому теорема 2 применима к сис- 
теме (3.15), и для нее Ж =Мч(%,2,,Н'), так как для (3.15) при гра- 
ничном условии и [зр = 0 можно взять Ё, = Н? ПНІ, Е, = Н'. При гра- 


ди ди 
ничном условии — = 0 берем вен | -0}. 
ди о . У Бо 
Отметим, что в случае системы (3.15) сходятся вдоль полутраекторий 
интегралы диссипации 


0 А 
‚ ХТ Наи РаЕ < +, Г Ид; и |а < +оо, . (7) 


7. РАЗЛОЖЕНИЕ АТТРАКТОРА 
НА СТАБИЛИЗИРУЮЩУЮСЯ 
И НЕСТАБИЛИЗИРУЮЩУЮСЯ КОМПОНЕНТЫ 


Здесь на основе теорем 5.1 и 5.3 выделим в комиактных строго инва- 
риантных множествах (в частности, в аттракторах) подмножества двух 
типов: состоящие из орбит стабилизирующихся и из орбит нестабилизирую- 
щихся траекторий. Точнее, имеет место следующая теорема. 

Теорема 1. Пусть Ч — строго инвариантное множество полугруппы 
{5,: 5,4 = Ж У: >20, и Ч компактно в банаховом пространстве Ез. 
Предполагается, что 5;: Ж > У обладает следующими свойствами: 

1) 5, равномерно пог Є [0,Т] (ЕЁ, ,Е› }непрерывна поие Ж УТ>О. 

2) Операторы 5,, Е > 0, осуществляют взаимно однозначное отображе- 
ние & на %. 

3) Полугруппа {5,} соответствует уравнению (5.1), в котором для опе- 
ратора А: Е, ~ Ео выполнено условие в") теоремы 5.3, где Е, = Е,. 

Тогда множество % = % (Ж) стационарных точек {5,} компактно в Е} и 


= МО, ҸЕ) О \`, ҸСЕ,, (1) 


где Ж — подмножество всех таких точек и; Є Ж, через которые проходит 
полутраектория Г = { и(1), Є К_,и(0) = и,}, Г С Я, для которой вы- 
полнено следующее условие (логически дополнительное к условию 6 
‚ теоремы 5.1): 


ҮТ>0 Зе>0: УМ>0 Я7<-№: УГЕЙ-ТЙ 
19,0(2) ПЕ, > Е. (2) 


($[` называется множеством нестабилизирующихся то- 
чек множества #9 при ѓу о.) 

Если оператор А непрерывен из пространства Е. в пространство Е, 
(Бо — то же, что в условии в" теоремы 5.3), то М“(®, Ж, Е) б Ж = 0. 

Теорема 2. Пусть Ҹ – инвариантное множество полугруппы {8,} и 
% компактно в банаховом пространстве Ез. Пусть $,: М - Ў обладает 
следующими свойствами: 

1) 5; равномерно погЄ [0,Т] (Е,,Е,укепрерывны пои Є Ў. 
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2) Полугруппа (5,} соответствует (5.1), где А удовлетворяет усло- 
вию в") теоремы 5.3 сЕ, = Е,. 


Тогда ® = Ў (Ж) компактно в Е, и 


= МУЎ, Ҹ,Е,)0 ж", | (3) 
Если А непрерывно из Е, в Ео, то МУ(, Ч, Е,) п Ч * = $. Здесь 
Ж ° — подмножество %, состоящее из всех точек и, Е Ў, через которые 


проходит полутраектория Г = {и(1), Є К,,и(0) = и, }, ГС У, такая, 
что для нее выполнено условие, которое обозчачим через (2'). отличаю- 
щееся от (2) лишь тем, что вместо Чг < -- № стоит ЯТ> №. ( Ж ° называет- 
ся множеством нестабилизирующихся точек % при 
1. +оо.) 

Доказательство. Так как доказательства теорем 1 и 2 совершен- 
но аналогичны, привелем лишь доказательство теоремы 1. Компактность $ 
сразу следует из выполнения условия в” теоремы 5.3, где Ѓ = 0. Обозначим 
через (7; подмножество всех точек и Е У ‚через которые проходит полу- 
траектория Г” = {и(1), ЕВ _,и(0)=ио}, ГС У, удовлетворяющая усло- 
вию б теоремы 5.1. Тогда в силу теоремы 5.3, где Ё› = Е, = А, но и Г 
приналлежат М" (®, %.Е,). Действительно, полутрасктория Г” Е, -огра- 
ничена, так как Г” С Ж . Поэтому Г” удовлетворяет условию а теоре- 
мы 5.1. По определению С;, Г” удовлетворяет также условию б теоре- 


мы 5.1. Выполнение условия в” теоремы 5.3 предполагается в условиях 
теоремы 1, а условие г теоремы 5.1 вытекает из компактности % и изи. ] 
теоремы І, так как [Г] к, С Ж. Поэтому в силу тсоремы 5.3 мо ЄГ С 
СМЧ( Ў, Ч, Е,) = М" (5). Итак, С, СМ" (9). Обозначим через С, 
множество точек и С 9 , через которые проходит траектория Г; = (и, (1), 
1{ЕК_,и.(0)=и,}, Г: СУ, удовлетворяющая условию (2). Так как усло- 
вие (2) и условие б теоремы 5.1 логически дополнительны друг к другу, 
то имеет место следующее разложение 9: 


г = Су У С.. (4) 


д Как было доказано выше, С, С М"(®) С % . Докажем, что множест- 
ва С, и М" (3) не пересекаются: С, Ў М'(Ў) = $. Донустим противное, 
т.е. предположим, что существует точка м,н Є С. ии, ЄМ" (%). Если 
и, Е С,, то существует проходящая через и, полутраектория Г; = (и, (7), 
1ЕК_, и, (0) = и,} С Ж, обладающая свойством (2). Из условия (2) вы- 
водим, что существует последовательность точек {1}, № э оо, такая, 
что 19,и,(7,) 1 2є. С другой стороны, из гого, что и; Є М" (9), сле- 


дует существование полутраектории Г; = { 0, (1),:ЄК_,и,(0) = и} СЖ, 
которая при {  .-оо неограничено приближается к %. Из единственности 


полутраекторий в сторону { < 0 вытекает, что Г; = Г; ии (1) = #›({) при 
1 < 0. Из притяжения Г; к 2 в Е, следует, что 915 є, (м2(1»), % ) > 0. Поэто- 
му найдется последовательность точек { и, ). ч, Є 3, такая, что 


1м2(1») -` Мы 15, > О, р -> +65, и, Е % ` 
Перехоля к подпоследовательности {71} С {0}, можно считать, что 


иљо В В и и2(т)-ио в В. ' (5) 
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ры этом очевидно, что но Є $, т.е. Дио – # = 0. 
Из уравнения (5.1) при г = г, имеем 


(0) = Аи (1) — 8. (6) 
‚ Тах как оператор А: Е, э» Е, (Е, = Е,) непрерывен, то из (5) выводим 
400.) -8 > Аш -#=0 в Е. (7) 


С другой стороны, из (6) и неравенства || д,и; (1,) о 2 є следует, что 
Зи (т) 2 Ю = 19, и2(1т Ло 2Е Ут (1-16 = 1 1, )- (8) 


Состношения (7) и (8) противоречат друг другу. Поэтому пересечение С, 
и №" (9% ) пусто. (Не существует точки и.) Поэтому 


Ж=С, ОС, = М" )О 7, МЧ) П = ф, (9) 


приём обозначили С, = #7, а С, С М" ( 8) обязательно совпадает 
с М* ( 9%), так как М"( Х)С Хим" ( 9) не пересекается с С. № 


8. ПРИМЕРЫ ПОЛУГРУПП, АТТРАКТОРЫ КОТОРЫХ ДОПУСКАЮТ РАЗЛОЖЕНИЕ 
НА СТАБИЛИЗИРУЮЩУЮСЯ И НЕСТАБИЛИЗИРУЮЩУЮСЯ КОМПОНЕНТЫ 


Зіесь будут приведены примеры полугрупи, порождаемых дифферен- 
пиглзными уравнениями, для которых выполнены условия теорем 
71 я 7.2. 

Укажем на те условия теорем 7.1 и 7.2, которые выполнены для любого 
рассмотренного ранее максимального аттрактора. Заметим, что в соответст- 
вии < определением (Ё, Ё) -аттрактор строго инвариантен и компактен 
в 2.. Кроме того, во всех примерах, рассмотренных в этой главе, {5,} 
(Е.. Ё, -непрерывна. Действительно, во всех примерах полугрупп, привс- 
денкых выше (см. гл. Г), доказана равномерная (Ё, 2) -непрерывность 
полугрупі для некоторого банаховз пространства Е, Е, С ЕЁ. Так как 
9 ззмпактен в 1, то топология Ёи Ё, эквивалентны на Ў ., Поэтому 
{ 5, } тавномерно (Е, , Е, )-непрерывна на 9%. 

Условия, которые требуется дополнительно проверять для конкретных 
полутрупн, — это условия 2 и 3 теоремы 7.1 или условие 2 теоремы 7.2. 

Пример 1. Рассмотрим уравнение (1.3.1), где © = Т”, в условии 


{1.3.54 и’>О, ав (1.3.6) и (1.3.5) р, = 2. На показатель ров (1.3.8) нзкла- 
дывоется условие 


р, < (п+2)/ (п -- 2) +1. 


(Это условие обеспечивает непрерывность отображения и » /(и) из Н'(Т”) 
вн чт”).) 

Теожема 1. При указанных условиях полугруппа {5,},5,: 1,(Т") > 
-> 1.7") обладает (Ё.(Т"). Н'(Т")-аттрактором Ҹ , для которого спра- 
ведлит2 разложение (7.3), где Е = Н, (Т"). 

Доказательство. Условие 2 теоремы 7.2, в которой Ву = Н,, 
Е, = Е, = Н,, проверяется так же, как условие в” в доказательстве теоре- 
мы 62: остальные условия теоремы 7.2 выполнены в силу теорем 1.4.1 
и 11.3 а 

Нрямер 2. Рассмотрим лвумерную систему Навье--Стокса, запи- 


санную в виде (1.6.4). Приведем уравнение, которому удовлетворяет 
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разность м = из - и; ее двух решений: 

9, и +1 + В (из) — Ви!) =0. (3) 
Так как В(и) = $ (и, и) – билинейный оператор, то 

В(из) – В(и,)= 8 (и,,и,) – З(и,,и,)= 9(и,,и,) – 8 (и,и,)+ 

+ 9 (из,и,) – 9 (и,,и,)= В (и), м) + 8 (к,и) 


и уравнение (1) принимает вид 


д: \+1м+ 5 (и, м) + З (м, и) = 0. | (2) 
Здесь напомним | 
Эби, о) = П(и'д,о+и? д0), (3) 


где П — проектор в ([..(52))’ на пространство Н соленоидальных вектор- 
ных полей. Положим А = 4, + 4,, А, ЕЁ,А.и= 8З (и, м) + 8 (0. н) 
(см. разд. 1.6). 

Лемма 1. Если и, (0), и,(0) Є Н, ии, (Т) = и, (Т) при некотором Т > 0, 
тои, (1) =и,(1) ҮгЄ (0, Т]. 

Доказательств о. Воспользуемся теоремой 11.8.1. Уравнение (2) 
имеет вид (1.8.4), где4 = Ё, и = % 


8=-(9 (из, м) + ® (№, и). (4) 


Для оператора А выполнены условия (1) и (2), где 8,4 = 0. В силу п.5 
теоремы 1.6.2 


Ни. (201, Ни) <С УЕ (О, Т]. (5) 
Согласно (1.6.35), 
19,и, (2), 19,0 (№, <С УЕЮ,Т]. (6) 


В силу (6) и, (г) иш, (г) непрерывно зависят от г Е (0, Т| в А. Так как 
вложение Ё, С Н; компактно, то, согласно (5), трасктории с; (1), м, (2) 
компактны в Я, . Поэтому и; (1), и (1) им (1) = 0, (1) - и, (Е) непрерывно 
зависят от? в Н;. 

Из (5) и непрерывности Ё из И, в Н следует выполнение условия 
: (1.8.3). Осталось проверить условие (11.8.5) лля &, определяемой форму- 
пой (4). Из (1.6.44), (1.6.45), гдеи = м, и из (4) получаем 


ПЕЙ < ССПа 1 + Ш) №, 


т.с. выполнено условие (11.8.5), в котором, согласно (5), функция Я 
ограничена. Все условия тсорсмы 1.8.1 выполнены, и из этой теоремы 
получаем утверждение леммы | № 

Теорема 2. Опериторы полугруппы {5,}, соответствующие (1.6.4) с 
РЕ Н, взаимно однозначны. 

Доказательство. Пусть ио, изо Є Н, и, (1) = 5: ито, из (Г) = 
= 5,030. Согласно п. 4 и 6 теоремы 1.6.2, $, (А, Н.) - ограничены при 
г > 0. Поэтому и; (т), из (т) Є Н, (т > 0). Из леммы 1 получзем. чго если 
и, (Т) = и, (Т), тои, (1) = и, (г) ГЄ [7, Т}. Поскольку т произвольно, 
а м; (1) и ш, (1) слабо непрерывны по Е, тои, (1) = и, (г) Уге (0, Т], 
и теорема доказана м | | 
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тт *тех 2. тем зуная џіМууИхуІрПОЈ зариұнпіимууіи МАУ) У: Ица Ј 
имеются в работе Ладыженской [2]. 

Теорема 3. Полугруппа ({5,}, соответствующая (1.6.4) сё ЕН,, 
суженная на аттрактор \, состоит из взаимно однозначных операторов 
5:, и обратные операторы 5;' =5_,; непрерывны на У в топологии Н,. 

Доказательство. Утверждение теоремы выводится из теоремы 2 
и леммы 1.8.3 в силу компактности Ў в Н; (теорема П.4.1) м 

Теорема 4. Аттрактор У двумерной системы Навье– Стокса допускает 
разложение Ҹ= М"(9)0 95, где Ҹ- состоит из траекторий, не стабили- 
зирующихся при ї ~» —, Кроме того, Ҹ= МУ(Ў, %Н) О \*, где \* – 
совокупность траекторий, не стабилизирующихся при 1 -> +оо, При этом 
М"(Я) 794 -=0 МУ(Я, %,Н)п 9 = 0, 

Доказательство, Воспользуемся теоремами 7.1 и 7.2, где Ё, = 
= Е; = Н,, Ес = Н. Условия 1 теорем 7.1 и 7.2 выполнены в силу п.4 теоре- 
мы 1.6.1 и компактности % в /,. Так как оператор А, соответствующий 
двумерной системе Навье—Стокса, нспрерывен из Н, в Н, то выполнено 
условие в” теоремы 5.3, где Е = Е, = Н, и Ед = Н. Условие 2 теоремы 7.1 
выполнено в силу теоремы 3. Таким образом, все условия теорем 7.1 и 
7.2 выполнены, и утверждение теоремы 4 является непосредственным 
следствием этих теорем м 


Глава ГУ 


НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ 
О ПОЛУГРУППАХ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ 


1. ПОЛУГРУППЫ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ, 
ОБЛАДАЮЩИХ СОБСТВЕННЫМ БАЗИСОМ 


Пусть Н. — гильбертово пространство со скалярным произведением 
(,), и пусть навсюду плотном в Н линейном подпространствс 9(4) опре- 
делен оператор 4. Предполагается, что А обладает полной ортонормирован- 
ной системой собственных векторов (с, 1ЕМ}, е, Є 20 (А): 


Аер = уез, (1) 
и для любого р Є К имеется лишь конечное множество чисел р, и векторов 
еј из указанной полной системы { е; }, для которых 

Кер, <, (2) 
В дальнейшем будем считать векторы е; занумерованными в порядке 
возрастания Керу: | 

Кер < Кер; при ј < і (3) 
Очевидно, (діт = со) | 

Вер; ә +оо при /- оо, (4) 

Замечание |]. В дальнейшем при рассмотрении полугрупп, порож- 


денных гиперболическими уравнениями с диссипацией, встречаются линей- 
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ные операторы с полной системой векторов {е}, не обладающей сь, ,м 
ортогональности. Для этих операторов также справедливы все принедаиные 
ниже факты. Для простоты изложения предполагаем, что базис {е, | орг. 
нормированный. 

Через 114 А обозначим число собственных значений у; с Кек; < 0. Онера- 
тор А, очевидно, продолжается по непрерывности до оператора с областью 
определения 


Н, = {и = У е: Е р; + Ло| < +оо), (5) 


гл: Ло Є К, — такое число, что Вер; + Ао > 0 УР. Обозначим через А, про- 
странство с нормой 


И = У? ХР, (6) 
где #, — коэффициенты разложения вектора и по базису {е; }: 

и = Уёе.. (7 

Рассмотрим уравнение 

ди = —Ии, чо = Чо. (8) 


Его решение, определяемое формулой 


и(г)= 500 = У е-*Ие, {= о, еј), (9) 


очевидно, существует при любом ио Є Н. Операторы {5,} образуют полу- 
групну. 

Через Е, о обозначим подпространство с базисом из векторов еу, | = 1, 
„> №, № = іпа4. Напомним, что Кер; <0,/ = 1, ..., №. Это подпространство 
назовем неустойчивым подпространством оператора —А и полугруппы 
{5,}. Дополнительное к А+ ов Я подпространство Е_ с базисом можэ = НА- 
зовем устойчивым подпространством —А и {5,)}. 


Очевидно, в силу (9) подпространства Ё, о и Е_ инвариантны. Соглас- 
но (9), 


бк < е` 81, (10) 


где Кер; > 6 > 0 приј > №. На коиечномерном неустойчивом подиростран: 


стве Ё, о в силу (9) операторы 5, определены и при г < 0:5_:=5;.. Из (9) 
легко вывести, что 


1571 < Се +0", 5, = тіп { -Ҝер,ј = 1,..., №} 20. (110) 


Из формулы (9) следует также, что если хоть одно из Ё, + О приі< №, 
для которого Кер; < 0, то || 5,00! `» = при Г > +, При этом 5,“ прибли- 


жастся к подпрострзнсгву Е, о. Следующее утверждение показывает, что 
Е. о обладаст свойством притяжения ограниченных множеств. 


Предложение 1. Пусть В - ограниченное множество в ИН, Тоеда 
015065,8, Е.) > О(Е, = Е. о) при гә +°°и, более того, 
4151(5,В, Е+) < Се‘ УЕ> 0, (12) 
‚где 5 — такое же, как в (10). (Здссь и ниже 1151 = 9114.) 
Доказательство. Если В — ограниченное в Н множество, то 


ВСВ, +В. , где В. СЕ, В СЕ, В. и В_ — ограниченные множества. 
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Тогда 5,В С5,В. + 5,В_. В силу ограниченности В_ и неравенства (10) 
15,01 < Се" °' при иЕ В_. Так как 5,8, С Е, , то й151(5,8, 5,В_, Е.) = 
= 1151(5.8_, Е.). Это следует из того, что Ё, — линейное пространство и 
Со, +0 —&1] = іп о и, если и, Є Ё,. Таким образом, 
&ЕЁЕ+ иЕЁ+ 

01505,8, Е.) < 91% ($.В. + 5,8, Е.) = 1505,8, Е.) < 


< 4155,8, {0})< С:е`8*, 


и формула (12) доказана в 

Следовательно, пространство Е, обладает всеми свойствами, требуемы- 
ми в определении максимального аттрактора в разд. 11.1, за исключением 
ограниченности и компактности. Вместо этого имеет место свойство ло- 
кальной компактности в И. 

Ниже проиллюстрируем на рассматриваемом нами здесь примере линей- 
ной полугруппы теорему 11.1.2 об устойчивости по Ляпунову полугруппы 
после ес факторизации по аттрактору. 

Предложение 2. Пусть В, и В, – ограниченные в Н множества. Тогда 


ѕир 0154(5,8,;)о Е, (5,8,)о Е,)<С|а57(8,, В.) 9, | (13) 
і 
где д = 5] (а + 5), 5 — такое же, какв (10), аа = тах(– Кер; , 0). 


Доказательство. Сформулируем сначала полезные для дальней- 
шего свойства отклонения 0151(Х, У). Очевидно, 


0151 (А ОВ, С) = тах(15{ (А, С), 1518, С)), (14) 

ді (А О В, С) < 151 (А, В) + 0151 (В, С), (14) 

4151 (А, Во С) < тіп (00А, В), КА, С)}, (15) 
поэтому 

015008, о Е, 8. ЧЕ) = (В, В.О Е), (16) 


@150°(8; У Е, В, И Е.) = тпах(0151(5,, В, Ј Е.), 015108, В; ЧЕ,)). 
Заметим, что в силу (9) 11511 < её и 


01565,8, 5,8) < 1915 (Ва, В»), (17) 


где а = тах (--Веу,, 0). Очевидно, что а >> 0. В силу неравенства (10) спра. 
ведливо следующее соотношение: 


9154(5„Ва, Е+)< Се‘ С=С(В,|). (18) 
Следовательно 
8107) = 0151(9,8,, 5,8, Ч Е,) < тіл(е @150(В,, В), Се 5). (19) 


Положив для краткости 41151°(8;, В.) = є, найдем максимум по 7 в правой 
части (19). Обозначим через го решение уравнения | 


ев = Се! в = ш(С/9Ка+ 5). ` (20) 
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Очевидно, 


| єее при г< го, 


#1 (1) < 
| се-2* при 22 1. 


Поэтому 
210) вео Үг 0, 
Р! (2) < С,е% /(а+ $ ))1пє — Се? [(а+% ) 


Оценив аналогично ғ. (г) = 9151 (5,83, 5,8, ЈЕ,), получаем неравенство 


01515,8, ОЕ, 5,8. О Е) < С, (9+5), (21) 


Так как є = 0151°(В;, В), то отсюда следует (13) = 

В случае линейных полугрупп обычно производится другая факториза- 
ция: вместо множеств х О Е, рассматриваются множества х + Ё. После 
такой факторизации { 5, } становится устойчивой. А именно Ух, у Є Н 


$ир 0155, (х + Е,), 50у + А) < 500, у) = е, (22) 
і 


є = 0151х, у). 


Здесьх+ Е, иу + Е, — афинные подиространства, параллельные Ё, и 
проходящие через хи у соотвественно. 

Докажем (22). Пусть х= х, + х ,у=у, + у_,где х. у. ЕЁ, а х, 
у_ ЕЁ... Тогда 


$: + Е,)=5,х + Ех, 5(у+ Е,) = 51у_ +Е.,. 
Так как Ш |5:х_ - 5,у + 21 = 118, - Зу_1 
2ЕеЕ, 
в силу ортогональности Ё, и Ё_, то 


0150(5,(х + Е..), 5:07 + Е.) = [5х_ - у 1. 
В силу (10) | 
8150905 (х + Е.) 5+ Е, )) < х у Де. (23) 


Отсюда следует (22). 

Как известно, плоскости х + Ё, при х Є Н естественно сопоставляется 
элемент х_ Є Ё, ‘амножесвоаффинных плоскостей х+ Е, ‚т.е. фактор. 
пространство А/Е,, изоморфно иространству /_. Свойство устойчивости 
{5,} , суженной на Ё_, соответствует свойству (22) устойчивости {5,} на 
Е/Е+. 

Замечание 2. Одно из отличий (22} от (21) состоит в том, что 
показатель степени Ев (21) меньше 1, ав (22) равен 1. 

Следующий пример показывает, чо э связано не с меюлом по. 
казательства, а с существом дела. 

Рассмотрим в В? полугруппу {5,}, 5,:(иџ, из) #* (е7 ‘и. еи). 
Возьмем в качестве В, и В множества, состоящие из одной точки: В; = уу = 
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= (С, є), В, = уз = (С, 0). Очевидно, 


=(Се-8', ее“"), 8,у: = (Се °', 0), 
4151 (бул, 5:72) = ве", Е, ={0, К), 
41 (бу, Е+) = Се-8", вв ($, уз, Ё.) = Се-8!. 
Поэтому 
915 (5.7: ЧЁ, 5172 ЧЕ, ) = тіп(єе“, Се"). 
Так же, как в конце доказательства предложения 2, получаем 


зир лип (ее“*, Сет 0) = С, 6 (9+6), 

#20 | 
где С, зависит лишь от С. Таким образом, в (13) нельзя заменить 5/ (а + ё) 
на }. ——— 

Полугруппа { 5,) называется стойчивой по Ляпунову 
на множестве О, еслиУхЄ Ои УЕ е0 


Заметим, что если іліА > 0, то полугруппа {5,} неустойчива на любом 
открытом множестве. Проиллюстрируем это на примере. Пусть ео — соб- 
ственный вектор оператора А с собственным значением № < 0. Тогда 
5,60 = е Аге. Пусть О — окрестносгь точки х, ху = х + єсо. Тогда очевид- 
но, $,х; — 8;х = Є5,е0 = ве ^• еи || 5,х; — 5,х| > при Е ә +оо. Из пред: 
ложений 1 и ц следует, что если полугруппу 5, профакторизовать по не- 
устойчивому пространству Е, одним из двух указанных выше способов, то 
она станет устойчивой в приведенном выше смысле. 

Замечание 3. Оба способа факторизации: рассмотрение множеств хо Ч 
УЕ ихо + Е вместо точек хо, делают {5,} устойчивой, Однако, очевидно, 
между ними имеются отличия. Второй способ приводит к большей” устой- 
чивости (степень, в которую возводится 4151’ (х, у) в правой части (22), 
равна 1, а степень 4, в которую возводится 41$ (В,, В.) в правой части 
(13), меныне 1). Кроме того, после обычной факторизации в силу линей- 
ности 5, действие 5, подобно действию 5; на линейном пространстве Е. 
Первый способ, однако, обладает тем преимуществом, что он без измене- 
ния переносится на случай нелинейных полугрупи (см. теорему П.1.2, 
а тзкже в гл. УШ теорему УШ.2.2, в которой дастся степенная оценка 
устойчивости с некоторым показателем 4, 0 <а< 1, так же как в (13)). 

Приведем в заключение пример дифференцизльного уравнения, для ко- 
торого справедливы все рассмотрения этого раздела. Нусть 


Ан = -— 2, да; (х)ди) + 2о0(х) И, (24) 
А 


и хх, <б [5х - 5х! <е УР 0. 


Ф(А)= И* (9) ПНо(Я), ПЕК", а, (х)ЕС'(П), ао (х)ЄС(9). 
Предполагается, что оператор А — эллиптический: 
У аро) > о] Р, о > 0, УхЕЯ, УРЕК", (25) 
$} = 


Как известно (Ладыженская, Урзльцева [1]), оператор А, рассматривае- 
мый на 9) (А), является самосопряженным, его резольвента (А + ХоГ) 7! 
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при Ло, не принадлежащих счетному, дискретному множеству, является 
вполне непрерывной. Отсюда следует, что спектр оператора А дискретен 
и существует полная, ортонормированная система {е; (х)} ‘его собствен. 
ных векторов, причем все собственные значения и, — вещественные. 

Свойства (3) и (4) имеют место, так как (Аи, и) > -- Бои 1, те. А 
полуограничен, и поскольку (А+ Ло/)-' вполне непрерывен при указанных 
значениях ХА. 


Таким образом, действие в Н = /, (9) полугрупиы { 5, } , порождаемой 
параболическим уравнением 


д;и = 7 д(а;(х) д;и) - аоо(х)и, и|әп = 0, (26) 


допускает описание при помощи формулы (9). 


2. ПОЧТИ УСТОЙЧИВЫЕ ПОЛУҒРУППЫ ОПЕРАТОРОВ 


В этом разделе будут рассмотрены полугрунпы операторов в банахо- 
вом пространстве Ё, несколько более общие, чем те, которые изучались 
в разд. 1. 

Определение 1. Полугруппа линейных ограниченных операторов 5, : Е > 
+ Е называется почти устойчивой, если выполнены следующие 
четыре условия: 

1) 5, ограничены в Ё по норме при 0< г < 7 константой, зависящей от Г. 

2) 5,0, ф) непрерывно пог Уо ЕЁ, УфЕ Ф", где Ф* — всюду плот- 
_ ное множество в Е*. 

3) Существует такое число Го, 0 < го < 1, что вне круга | $ | Го имеется 
. лишь конечное множество 0+= {$ ,,..., {у} точек спектра оператора 51. 

4) Инвариантное подпространство оператора 5,, соответствующсе д+, 
конечномерно. 

Замечание 1. Напомним, каким образом изолированной и огра- 
ниченной компоненте оо спектра оператора 5, сопоставляется инвариант- 
ное подпространство. Для этого рассматривается оператор 


| | 
Пои =-— ЈО (1-5, ) иа, (1) 
21і Го 


где Го — контур, расположенный в резольвентном множестве р(5,} онера- 
тора $; и окружающий оо. В рассматриваемом случае, когда оо =0., в 
качестве Го = Г, можно взять контур, состоящий из двух окружностей 
1$ |= ғои | 61 = А, где А достаточно велико. 

Как известно (см., например, Данфорд, Шварц [1]), оператор По, опре- 
деляемый (1), является проектором: 


12 = По. (2) 


Кроме того, оператор По коммутирует с оператором $, (это следует 
из того, что ({1-5,)°? коммутирует с 5,). Подпространством 
Е, соответствующим оо, называется подиространсгво Поё. Так 
как По$; = 5, По, то 5, По = 5, ПоЁ = Но, По С ПЕ и, следовательно, 
Е = ПЕ инварнантно, 

Отметим, что проектор П_, соответствующий дополнительной к 0. 
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компоненте о_ спектра 5: 0. = 0\0,, в сумме с П, дает единичный опера. 
тор: 


П, +П_ =/. | (3) 


Очевидно, П, коммутирует с П_. Пространство Ё разлагается в сумму под. 
пространств Е, =П.ЕиЕ_ = П_Е: 


Е-Е, +Е_. | (4) 


Если число г > го таково, что окружность | { | = г не пересекается со спект- 
ром оператора 5, то через Е, (7) будем обозначать подлространство П, Е, 
где П, = Н, (7) — проектор, соответствующий части о. (г) спектра 51, ле- 
жащей в области | $ | > т. Через Е_ (7) обозначим дополнительное к Е, (7) 
подиространство, ЕЁ’_ (г) = П_ (г) Е, где И_ (7) =1-Н, (г). 

Предложение 1. Подпространства Е. (г) и Е_ (ғ) инвариантны относи- 
тельно 5,,1 2 0). 

Доказательство. Так как 5,5, = 5,5,, то 5,(67 – 51)7' = 
= ({1-5,)` 15, ивсилу (1) 5,1, = 1,5, (П. = П, ()). Поэтому 

5, Е. =5,Н.Е=П.5,Е С П, Е= Е, 


и Е, (7) инвариантно. Инвариантность Е_ (7) доказывается аналогично в 

Теорема 1. Пусть полугруппа {5, } - почти устойчивая и число г > ғо 
таково, что окружность {1 & | = ғ} не пересекается со спектром $. Тогда 
на Е. (г) и Е (ғ) существуют такие нормы 1-1, и Т-|,, эквивалентные 
исходной норме 1. їв Е, что справедливы неравенства 


1 5.и 1- <’ Ши!- УиЕЕ- (о), (5) 
5 < ло, УиЕЕ,(?). (6) 
Доказательство. Положим прииЄ Ё _ 
1.5, 1 
иі = ѕзир ———7——. (7) 
г> 0 | 


Очевидно, 1 и 1-. обладает всеми свойствами нормы. Докажем, что она 
эквивалентна исходной норме й. й. Ясно, что 1 и Її > 1м 1. Оценим норму 
1:1. сверху. Если { =А+'0,КЕЙ,,0<9 < 1, то 


15, ои 1< 1501 - 15и Т. 


Поэтому 
15; м | | 5+0 | # $ хи || 
зир ——————-= ир вир 9-С 0р —————. (8) 
г> 0 г КЕ 24 0<0<1 РГ КЕЙ, р" 


Заметим, что спектр сужения 9, на Ё - совпадает с компонентой спектра, 
которую окружает окружность | {| = (см., например, Данфорд, Шварц 
[1]). Поэтому спектр этого сужения лежит в круге [41 < ~ ё, 6 > 0. В 
силу теоремы Гельфанда о спектральном радиусе 


іт, 105, Е УАР 5. 
Д -» + ес 
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Поэтому из неравенства (8) вытекает, что прииЕ Е_ 


КУЕ 
-— < С. Йи |. 


5ир 
120 Г 


Следовательно, нормы |: Її и Ё · Її эквивалентны на Е. 
Докажем оценку (5) «Очевидно, при т > 0 в силу (7) 


= ъТ т 
15. и 1 =7’ зир "у г'ћи 1-, 


г> 0 Г 


и неравенство (5) доказано. Неравенство (6) доказывается аналогично. 
Заметим лишь, что спектр сужения 5, на Е, лежит вне круга {|< г, 
поэтому 51 = 5, |=, обратим и (51) 7! имеет спектр в круге | { |< 77! и 

Замечание 2. Если спектр 5, не пересекастся с окружностью 
{1$ |= г}, то он в силу замкнутости не пересекается с окружностями 
{1$ |=г-е_} и {15| =7+е,} при достаточно малых е_ ие... Поэтому, 
еслиг =1,в (5) можно заменить г на 1 —-Е_,ав (6) —на1+Е.. 

Если окружность {|{|= 1} не пересекается со спектром 5,, г Р 0, 
те. г = 1, то будем называть Е, (1) неустойчивым подпрост- 
ранством, а 5_ (1) – устойчивым подиространством; 
число йт Е, (1) назовем индексом {5,}. (Эги определения согла- 
сованы с аналогичными определениями , данными в разд. 1.) 


Рассмотрим телерь случай, когда полугрупиа { 5,} порождается линей- 
ным уравнением вида 


(см. разд. 1.2). Напомним, что обобщенное решение и(г) = 5, ио принадле- 
жит Е УЕ Е К, и слабо непрерывно зависит от{ в Е. Кроме того, при почти 
всех Є К, 5,0 Є Е, ди ЕЕ_,,Е СЕСЁ_ | ‚где вложения непрерыв- 
ны ивсюду илотны, 4 непрерывен из Е, в Е_, и выполнено уравнение (9). 

Предложение 2. /Тусть полугрупла {5;,} порождается (9) и почти устой- 
чива. Тогда точки спектра $,, лежащие вне круга ! {|< го, имеют вид 
$; = =е^/", где № — собственное значение оператора – А, соответствующес 
некоторой собственной функции из Е\. 

Доказательство. Заметим, что в силу (5) спектр сужения 5, 
на Ё_ лежит в круге | {| <г'. Так как спектр 5, является объединением 
спектров 5; |=, и 5, |=_, то любзя точка сиектра 5;, лежащая вне круга 
161<7', совпадает с точкой спектра 5; = 5,[=,. 

Пространство Е, = Е, (р), г > го, консчномерно. Поэтому слабая непре- 
рывность 5: по { эквивалентна непрерывности в операторной норме. Так 
как 5; обратим, то {51} образуют группу, ғ Є В. Непрерывная по норме 
группа имеет вид 5; = е'4+, где А. — нскозорый линейный оператор в ко- 
нечномерном пространстве Е, Если оо Е Е. тоь(г) = бло = 5:00 ЕЁ,, 
и непрерывно дифференцируем погпригЄК,. 

Очевидно, у (г) = 5;ио = 5,00 являстся решением (9) и, следователь- 
но, и (1) Є Ё; при почти всех 7. Е; ПЕ, является линейным подиростран- 
ством Ё+. Так какь(!) ЕЁ, ПЕ, при почти всех Е но (г) -- непрерывная 
функция от г, тоь(1) ЕЁ, ПЕ, при всех # $ 0. Следовательно, Е. СЕ. 
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всех { — уравнению д;и = — Ау. Отсюда следует, что на ЕЁ, – Ар = Аш и 
Е, — инвариантное подпространство А. Таким образом, $, |5, = 


= ехр (- ГА к.) ‚ откуда заключаем, что точки спектра 5,, лежащие вне 
круга | $ | <75, имеют вид ел! м 


3. ПРИМЕРЫ ПОЧТИ УСТОЙЧИВЫХ ПОЛУГРУПП, 
ПОРОЖДАЕМЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИМИ УРАВНЕНИЯМИ 


Пример 1. Уравнение 


д:и = 5 2; (а;;(х) дуи) + ХБ (х) ди +с(х)и = —Аи | (1) 
с граничным условием 

и зо =0 . | (2) 
или 

ди 

——— = 0. (3) 

дп |а 


Предполагается, что коэффициенты а; — класса С'*% (9) Б; и с – клас- 
са С (0), 1 > аР 0. Еще предполагается выполненным условие эллип- 
тичности (1.25). 


Теорема 1. Уравнение (1) с условием (2) порождает полугруппу {5,} 
в пространстве 


Е=С2*1(9) П {и [а =0} П {Аи |р =0}, | (4) 


где 0 < ужа. Операторы 5, этой полугруппы вполне непрерывны при г > 
‚ > 0.Лолугруппа {5,} почти устойчива. 

Доказательство. Существование {5,;} следует из результатов 
(ЛС.У.]. Так же, как в разд. 17, доказывается, что операторы $, (С? +в 
С?*%) ограничены при г > 0. Так как вложение С?*В 2 С?2*@& компактно, 
при р < а, то 5; компактны. Пункт 1 определения 2.1 доказан (в пелиней- 
ном случае) в разд. 17. Пункт 2 выполнен (можно в качестве Ф“ взять, 
например, пространство (2, (0))*, плотное в (С?2*%(9))*). Пункт 3 вы- 
полнен, так как в силу компактности 5, спектр 5, имеет лишь одну пре- 
дельную точку — нуль. Пункт 4 следует из компактности 5; ® 


Теорема 2. Уравнение (1) с условием (3) порождает полугруппу {5,} 
в пространстве 


Е соус |9 -0|. 0 (5) 
| ап |зо 


Операторы 5; вполне непрерывны при # > 0 и полугруппа {5,} почти 
устойчива. 


Доказательство теоремы 2 аналогично доказательству тсоремы 1. 

Теорема 3. Нусть {5,} – полугруппа, соответствующая (1), (2) идей- 
ствующая в пространстве Е, определяемом (4). Пусть в (1) Б; = 0 (1 = 
=1,...,м). Тогда: 1) спектр 5, – вещественный; 2) если нуль не являет- 
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ся собственным значением А, то отсутствуют точки спектра 5 ,, лежащие на 
единичной окружности ($ЕС:|$|=1}. 

Доказательство. В силу компактности 5;, г > 0, спектр 5, состоит 
из собственных значений. Согласно предложению 2.2, где г можно взять 
сколь угодно близким к нулю, эти собственные значения $; имеют вид 
еМ" , где №; — собственные значения оператора — А. Соответствующие соб- 
`ственные функции и; принадлежат Е = С2*7 (0) П {и|зо =0}. Заметим, 
теперь, что оператор А, определенный на Е, симметричен в Н = /, (9). 
Он полуограничен: (Ао, и) > — Со! о В. Поэтому А продолжается до само. 
сопряженного оператора, определенного на Н, (2) П {и|зо = 0} . Опера- 
тор (А + (Со + 1) 1)! вполне непрерывен, поэтому спектр дискретен. Та- 
ким образом, 4 обладает полной системой собственных векторов е; с соб- 
ственными значениями А? : Де; = Ае, Л) Е К, А? > + при] >. Заметим, 
теперь, что, поскольку Ё С Н, (2) П (ибо = 0}, собственные значения 
Хк оператора -А в Ё совпадают с одним из А?. (Более того, в силу глад- 
кости решений еу эллиптического уравнения ~ Де; — \? е; = О эти решения 
еу Є Е, те. спектр А в Еи спектр А в Н совпадают.) Таким образом, все 
Ак вещественны и п. 1 доказан. Заметим теперь, что точка спектра $ опера- 
тора $,, лежащая на единичной окружности, имеет вид е? где Ве А; = 0. 
Так как А; Є К, то это возможно лишь в случае №, = 0. Отсюда следует 
утверждение 2 в 

Пример 2. Рассмотрим систему 


д,и =аДи + Ў (х) ди +ао(х)и = – Аи (6) 
с граничным условием | 
ди 
дп [эп -. | 
или 
и [за = 0. (8) 


Здесь а = а• > 0, Б; (х) и ао (х) – матрицы т Х т, которые ограничены и 
измеримы пох. 

Теорема 4. Уравнения (6), (7) или (6), (8) порождаютв Н = (Ё, (9))" 
полугруппы {5;}. При этом обе эти полугруппы обладают следующими 
свойствами: 

}) Операторы $; вполне непрерывны при т > 0. 

2) Полугруппа {5;,} почти устойчива. 

3) Точки спектра 5; имеют вид $, = е^!", № Е В, Х, - собственное зна- 
чение А. 

4) Если, =0 (1=1,...,п) и операгор А не имеет нулевого собствен- 
ного значения, то у 5; нет точек спектра на единичной окружности. 

Доказательство. Операторы $, (Н, Н') ограничены при г > 0. 
(Доказагельство в нелинейном случае см. в разд. 1.5). Так как Н' = 
= (Н'(5))” вполне непрерывно вложено в Й, то отсюда следует утвер- 
ждение 1. Пункт 2 доказывается так же, как соответствующее утверждс- 


ние в теореме 1. Пункты 3 и 4 доказываются так же, как п. і и 2 в гсоре- 
меза 


Ы} 


4.0 ПОЧТИ УСТОЙЧИВОСТИ ПОЛУГРУПП, 
СООТВЕТСТВУЮЩИХ НЕКОТОРЫМ УРАВНЕНИЯМ, 
НЕ ЯВЛЯЮЩИМСЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИМИ 


Рассматривается уравнение . 
д2о+Вд,о= –- Ао +Ауру +7. (1) 
Здесь Ао: Ну э Ну, Ну = Ні -— сопряженное к Н, пространство, Н, С 


СНС Н_; - гильбертовы пространства, вложения непрерывны и всюду 
нлотны. Предполагается, что Аз удовлетворяет условиям 


(Ави, 0) = и, Ао) Ми, ЕН, (2) 

(Аоо, 0) > доо 15 УзЕЙ, (ро 20). Ее (3) 
Кроме того, предполагастся, что оператор В определен на пространстве Н;, 
В: Н>Н_ 1, причем 

(Вии) > р, ћи 13 УимЕЛ, (р, >0), (4) 

(8 -В*)и, 0) |< Си о Уи, ч9ЕН,, 


где 1 - 13 — норма в пространстве Ну, Нз СН, Н, СН}, причем вложения 
плотны и непрерывны. 

Предполагается, что оператор 4, действует непрерывно из н, в Яз = 
=Н_зиизНвН.,,.Н-_. 2 Ну 2Н_3.2 Н (вложение Н в сопряженные 
пространства порождается скалярным произведением): 


ИА «СО, ҮоЄН,. (5) 


Теорема 1. Для любых ио ЕЯ, ‚ро Е Н, ГЕ 1, (Н _з) существует реше- 
ние и (г) ураанения (1) с начальными условиями 


и |, оти, 00|. о = ро. (6) 
Причем и СЁ. (10, 7]; А), дис. (Н) п 12 (Нз) и и удовлетворяет 
оценкам 


бир 19:0 12 + р, Г а, (г) За: + зир Па (г) 1, < 
Е (о, Т 1Є[0 ‚ Г} 


«санан 1р + НАА? 341). - (7) 


Локазательство. Приведем формальный вывод оценок. Их мож- 
но обосновать при помощи галеркинских приближений. Умножив (1) на 


Эм в Ли проинтегрировав по 2 от О до т, получаем при 0 <т < Г: 


- Иды? [5 +/ (Вад, о, ди) + «ао у) [6 < 
М 


т т 
< |( Ато, д.0) 14+ ГИГ И дгь 13а. (8) 
0 0 


Заметим, что 
| (Изо, 2,0)1< 1а, о КА, ой 3. (9) 


И 


Поэтому, учитывая (4) и (3), выводим из (8) 


] т И 
51а Б + Г дома + = 00 М и < 
і 


1 т А Ш | 1 т 
<—— ЈАР 41+ — Галь Ва + — ААО заг. (10) 
23, 0 2 0 Ы. 0 


Воспользовавшись тем, что А; ограничен из Н, в Н._.з = Н 5, получаем из 


(10) - 


| т 
5 Ч 9,0(7) 1? + > З0(т) |} + =. Г Та, о() аг < 
о 


т т | 
СЛ с, ГЛИР аг. (11) 
0 о 


Отсюда при помощи неравенства Гронуолла выводим оценку (7). Су- 
ществование решения (1), (6) следует из оценки вида (7) для галеркинс- 
ких приближений м 

Теорема 2. Если в (1) А, = 0 “7 = 0, то для решений (1), (3) справед- 
лива оценка ` 


По) + Таль < Се (0 о(0) И + 1 ә,и(0) 1?) уг 20, (12) 
гдер > 0. 

Доказательс̧тво. Рассмотрим функцию 

Ф(0) = (Доо, и) + до? + рб, 0,0), п> 0, (13) 


гдео(/) — решение (1), (6). Продифференцировав Ф по г, получим 
д, Ф(0) =2( ов, д.5) + 2 (9,0, ЭР о) +1 (0, 920) + (до, д,0). 
Выражая д?» из (1), имесм 
9, Ф(Г) = —2 (Вдь, ди) + т (о, – А400) —п (и, Вдги) + подго, д.0) < 
<р 09,012 — по + Сп ро та 19,0 12. 


При малых 7 имеем 
9,%0)<—72- 12 В => во < оФ(0). (14) 


Отсюда выводим (12) ж 

Обозначим через {5° } полугруппу, соответствующую (1), где А, = 0 
и / = 0,а через {5,} – полугруппу. соответствующую (1), где / = 0. В силу 
теоремы 1 эти полугруппы действуют в пространстве Е = Н, Х Н, причем 


5,: (оо, ро) = (0(7), 0;0(1)), (15) 
59: (оо, ро) * (001). 9:01). 
Обозначим 
9, = 5, 59. (16) 
г (и (0), 2 (0) = Ф, (ое, ро). ` (17) 
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Вычитая уравнение (1) с А, = 0 из (1) при / = 0, получаем уравнение от- 
носительно м; (Г): 


д: №; + Вд; м; = —Аом, + А} у, (18) 
м: 1=0=0, дм: 1 - о = 0. 


Теорема 3.Пусть оператор А, удовлетворяет условию 


14,01. <СіоЇ,, (19) 


где! - {4 – норма в пространстве Н_ 4СН_з, причем Н_4,Н_з – рефлек- 
сивны, вложение Н 4 С Н_з вполне непрерывно. Тогда оператор 9), впол- 
не нспрерывен при! > 0. 

Доказательство. Пусть {(иоу, ро;)} — ограниченная в Ё после- 
довательность. Тогда в силу теоремы 1 последовательность ((0; (7), 
д:и;(:))} = 45, (мо;,Ро;)} ограничена в 2.([0, 7], М, )ХЁ([0,Т],Н), 
д,о; ограничены в 2; ([0, Т], Аз); здесь Т > 0 – достаточно большое 
фиксированное число. Поэтому в силу (19) Аи, ограничены в Ё›( [0, Г], 
Н_4). В силу ограниченности А; изНвН_› А, 0,0; =д;:Ази; ограничены 
в 1.([0,7],5_,). Согласно теореме 1.1.4, из последовательности { Ауи; } 
можно выбрать подпослеловательность, сходящуюся в Ё, ( [0, Т], Н_з). 
Положив /; = Ази;, замечаем, что уравнение (18) имеет вид (1), где А, = 
= 0, = Д.. Из теоремы 1 в силу оценки (7) ‚ где и = муу, следует, что из пос- 
ледовательности {(и”,; (г), д, и; (г))} можно выбрать сходящуюся в Е 
подпоследовательность. Это означает компактность 4, в Е. (Сужение 
и(!) при каждом { существует в силу теоремы 1.1.6 и замечания после 
теоремы 1.1 6.} № 

Теорема 4, Лрсть выполнены предположения теоремы 3. Тогда: 

1) Сущесгаенный спектр оператора $, содержится в круге оо ={$ Є 
ЕС: че”"'},гдер> 0. 

2) Вне эгого круга содержится конечное число точек спектра 5;, и 
соответствующее инвариантное подпространство конечномерно. 

3) Полугруппа {5,} почти устойчива. 

Доказательство, Заметим, что в силу оценки (12) спектр 5% 
содержится в круге сло. Доказательство основано на теореме Гельфанда о 
спектральном радиусе. Так как 5, = 50 + 2),, где 9), компактен, то суще- 
ственные спектры 5; и 5° совпадают (см. Като [1]). Отсюда вытекает ут- 
верждение 1. Утверждение 2 — следствие | и определения сушественного 
спектра. Пункты З и 4 определения почти устойчивой полугруппы (см. оп- 
релеление 2.1) следуют из утверждения 2 доказываемой теоремы. Пункт 1 
определения 2.1 (ограниченность 5,) вытекает из неравенства (7). Пункт 2 
(слабзя непрерывность 5; по г) следует из ограниченности д,и в Ни д?и 
в Л_,. (В качестве множества Ф С Е* можно взять НХ Н, , плотное в Е" = 
= НХ Н_1 .) и - 

Пример 1. Рассмотрим уравнение 


ди +7уд,и = Ли –а(х)и, изо =0, у> 0. (20) 


Этому уравнению соответствует полугруипа {5,}, 5, : Е УЕ, Е= НО) Х 
Х1,(9) (см. в нелинейном случае доказательство в разд. 1.8). Предпола- 


1:7 


гается, что . 
аЄ1,,(9), 422. (21) 


(Показатель 4 выбран так, чтобы отображение и -> аи было компактно из 
# (2) вА (9).) 

Теорема 5. Полугруппа { 5,) , порождаемая (20), почги устойчива, при- 
чем в качестве ғо в определении 2.1 можно взять го = е!?, Собственные 
числа оператора 5, равны ей! і= 1,2, ј ЄМ, 


руу = 1/2(-7-У7° – 40), ш; = 12(-у+у ү? – 40), (22) 


где р; — собственные числа оператора Ё, Ги = — Ди +аи с нулевыми грани- 
чными условиями. Часть спектра 5, вне круга {© Е С:|1{|<е`”!!? состоит 
из точек её2}', где ј такие, что 40; < ү?. Индекс $, равен числу отрица- 
тельных собственных значений и; оператора Г. 

Доказательство. Выведсм почти устойчивость { 5, } из теоремы 4. 
Заметим, что уравнение (20) имеет вид (1) сЛ=0, В = у, Ао = – А +а + 
+ М, А, = М, где М > 0 — большая константа. В качестве Н. берем А? (9) б 
П {изо 2 0}, А, =Н' (2) П {изо = 0}, Ау =Н=6, (9), Н а= Н. 
Если М достаточно велико, то выполнено (3). Условия (4), очевидно, 
выполнены. Условия (5) и (19) также выполнены. Поэтому применима 
теорема 4, и полугруппа { 5, )} почти устойчива. 

Для доказательства утверждения относительно спектра $, воспопь- 


зуемся предложением 2.2. Запишем ‘дия этого (20) в виде системы первого 
порядка пог: 


0 ] 
д,у = Ау, а-( А ) (Ги = — Ди + ам, и (ъд = 0). (23) 
— Үү 


Собственные значения џ оператора А, стоящего в правой части этой систе- 


мы, определяются из следующей системы относительно вектора р = (и, п) 
и значения д: 


п= ро, Гр үп = ит. (24) 


Выразив п из первого уравнения и подставив во второе, получаем 


= (ур + и? )о. (25) 
Отсюда видно, что и является собственным вектором оператора Ё с соб- 
ственным значением у = – (ур +1”). Поэтому р должно удовлетворять 
уравнению 

и? чур +, = 0, (26) 


где р, — собственные значения Г. Решения р џ;, рз; уравнения (26) 
даются формулой (22), очевидно, что при р, э + оо Керу; > —-7ү/2 (Г = 1, 2). 
Несложные, но громоздкие рассмотрения, основанные на представлении 
действия {5,} при помощи базиса из собственных векторов /., позволя- 
ют доказать, что существенный спектр 5, расположен на окружности 
|| =е-71/2, откуда го = е77/2в (Из теоремы 4 следует лишь, что Го = 


= е7” < 1; этого, впрочем, достаточно дия приложений в последующих 
главах.) 
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Пример 2. Линеаризованное уравнение вязкоупругости (Ш.3.21): 
дри —9,82и—д, (о(х)дхи) + тд,и + /(х)и = 0 (27) 


с условиями и|, 020, и, -,=0, 0< а? < о(х)< В, у> 0. 
Это уравнение имеет вид (1), где 


Во= -д2у+ тую, Аоо= –д, (о(х)д, и) + /(х)о + Мо, Ао = -Ми. 
Берем Н = /,,([0, (|), А, = НО, р) {и = 0), 1= 1, 2, 
Я = [0, |, Ну =Н,, На = Н,. 


Полугруппа {5,}, 5,: (м(0), 2,и(0)) > (и(г), д,и(г)), порождаемая 
этим уравнением в Н' ХН, при ГЕ —,,(9) почти устойчива в силу теоре- 
мы 4. 

Пример 3. Системы, получающиеся линеаризацией (1.3.24): 


ди + Бд;и = аЛи – Г(х)и, и|, о = 0. (28) 


Здесь а, Б, / — матрицы тХ т, а=а”, Б +Ь* > саг с, с>0, ў - 7° – 

класса С“, 0 < а < 1. Полугруппа {5,}. порождаемая этой системой и 

действующая в пространстве (Но(?))”" Х (Н(9))"", почти устойчива. 
Действительно, уравнение (28) имеет вид (1) , где В = Б, 


Ао = -а4 + (1/2) (/+/*)+М, А, =(1/2)(Г-Г)-М, М1. 


Возьмем ИН, = Н = (Н(‹2))”, Н. = (Н, (9))”". Применима теорема 4, 
в силу которой (5,} почти устойчива. 


Глава У 


ИНВАР”АНТНЫЕ МНОГООБРАЗИЯ ПОЛУГРУПП 
И ОТОБРАЖЕНИЙ, 
ПРОХОДЯЩИЕ ЧЕРЕЗ НЕПОДВИЖНЫЕ ТОЧКИ 


1. ЛОКАЛЬНЫЕ НЕУСТОЙЧИВЫЕ МПОЖЕСТВА И ЛОКАЛЬНОЕ ПРИТЯЖЕНИЕ 


В эгом разделе будет исследоваться действие полугруппы { $, }, опреде- 
ленной на банаховом пространстве Е, в малой окрестности О С Е непод- 
вижной точки 2 этой полугруппы. 

Замечание 1. При рассмотрении локальных вопросов достаточно 
предполагать, что 5, определены пе на Ё, а лишь на О, причем 5:ио для 
но С О определено лишь на таком интервале 0 < г < Т,(ио), что 5, ино Є О. 
Баце предполагается, что То(1.)>0 УшЕеО. 

Определение 1. Локальным неустойчивым множест- 
вом М" (2, о), где Е Е оС Е, называется множество таких точек цо Є ©, 
чго существует полутрасктория Г” = {и(т),тЕ В. }, обладающая следую- 
шими свойствами: и(0) = 10, и(т) Ех Ут < 0, и(т) > 2 прит > – о. 

Очевидно, М" (2, о) = М" (2, о, Е) (см. определение ШІ.1 1). 

Через М" (2) будем обозначать М" (2, Е). 
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Предложение 1. Пусть о — окрестность 2, тогда 
М") =. Ч 5,(И"(2, оә)). (1) 


Доказательство. Если ио = и(0) Є М! (2), то, так как и(т) > 2 
при т э — оо, существует такое то < 0, что и(т) Є < прит < то. Следова- 
тельно, при 7, < то точка иу = и(т,) Є М" (2, о). Так как ио = 
=5_..011, ТО 


и Е О 5,(И"(2, о)). 
:>0 


Обратно, пусть и, Е М“ (2, о), { и; (т), т Є К_) – соответствующая 
полутраектория. Пусть ио = 5ти,. Докажем, что ио Е М“ (2). Продол- 
жим полутраекторию џи; (т) на [0, Т] по формуле и, (г) = 5,и,(0) при 
О< г < Т. Очевидно, кривая и(т) = и, (т – Т) такова, что и(0) = ио, ино 
удовлетворяет всем требованиям, наложенным в определении М" (2) ш 

Напомним, что, согласно результатам гл. Ш, аттракторы многих полу- 
групп являются объединением множеств М" (2), где 2, — неподвижные 
точки полугруппы. Формула (1) показывает, что изучение М" (2) во мно- 
гом сводится к изучению М'(2, о). 

Определение 2. Полугруппа {5,} экспоненциально (с пока. 
зателем и_>0) прижимает окрестность О точки 2 
к множеству МС О, если из условия 5,иЄ О при0 ЕЕ, г; >0, 
1, = 21 (и), следует, что 


„мі 15,и — Хх < Се" -' при 0<г<г,, (2) 


где С не зависит от ии г. Еслие ”-' заменено на у (г), причем у(г) -• О 
при г -> + о, то будем говорить, что { 5,} прижимает О к 

Предложение 2. Пусть 2 Е о СОи {5,} прижимает О к множеству 
МС О, причем М замкнуто в О (т.е. М = [М] ПО). Тогда 


М (2, >) СМ. (3) 


Доказательство. Пусть о Є М" (2, о). Тогда Ут > 0 Ян, : 
и = $;и;, причем 5,0. Є о при 0 <7 < т (в качестве и; берем и(-т), 
где { (0), ВЕ К_} = Г" – полутраектория, выходящая из о = и(0)). 
Поэтому к и применима формула (2), где #1 = ти и = и;. Поскольку т 


сколь угодно велико и 5.и; = о,то іһ {уо –- х1 = 0. Отсюда в силу замк- 
хем 


нутости М в О следует, чтоо Е М, и (3) доказано ш 

Определение 3. Пусть 2 Є МС О. Полугруша {5,} в О экспонен. 
циально растягивает М в точке 2 (с показателем 
р. > 0), если существует такое число т > 0, что М С 5, и из условий 
иЄ М, 5;иЄ М следует неравенство 


Ни 212 е + и 21. (4) 


Предложение 3. Пусть полугруппа {5,} в О экспоненциально растяги- 
вает М в точке 2, причем 5;и +2 при и - 2 равномерно по ЕЕ [0,т];т- 
то же, что в (4). Тогда найдется такая малая окрестность «у точки 2, что 
М бо; СМ" (2, О). 


є 
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Доказательство. Возьмем в качестве ©! окрестность {фи Є Е: 
іо — 21 < 7}. При этом выберем»г настолько малым, что 5,0; СО 
при г Є [0, т]. Так как МС 5, М, то для любой точки ио Е М можно най- 
ти последовательность точек и, Є М, таких, что 5, иреш ј = 1, 2,... 
В силу (4) выполнено неравенство 


Чи, —21 < еи - 21. (5) 


Очевидно, если ио Є «оу, тои, Є о; УЕ 2.. Положим при т 

= 0, —1, -2,... и(т) = и_;. Продолжим и(т), определенную при т = 
= 0), —1, —2,..., до полутраектории Г”, определенной при т Є К_, по фор- 
муле и(-/ +1) = 5,и(—/). Так как и(-7) Є мхьа5, ој С Опри 9 < г < т, 
то орбита построенной таким образом полутраектории Г” лежит в О. Оче- 
видно, в силу (5) и равномерной по г непрерывности 5;и по и в точке 2 
и(т) >: при т +- с.Так как и(0) = ио, то ио Е М" (2, О). Так как точка 
ио Е оу ПМ произвольна, то предложение доказано м 

В следующих разделах будут при различных дополнительных условиях 
на 5, построены конечномерные локально инвариантные многообразия 
М. , которые проходят через точку 2 и к которым полугруппа {5,} при- 
жимает окрестность точки 2. Будут также построены многообразия М, , 
которые {5,} растягивают в О в точке 2. Будут приведены условия, при 
которых М, обладает и тем и другим свойством (случай гиперболической 
точки 2). В этом случае в силу предложений 2 и 3 М, в окрестности 2 со- 
впадает с №М"(2, о). 

Замечание 2. Все определения и предложения этого раздела перено- 
сятся на случай, когда {5,} определена не при вещественных Е Є К,, 
а при целых Г ЕД. . Во всех определениях и доказательствах при этом сле- 
дует брать только целые значения г ит. 

Замечание 3. При построении инвариантного многообразия М 
полугруппы {5,, г Є Ҝ, } часто достаточно построить инвариантное мно- 
гообразие М° полугруппы {52,: Є 2,}, 50 = 5, при г Е 2,. При нското- 
рых предположениях оказывается, что М? = М. Поэтому в следующем раз: 
деле будем строить инвариантное многообразие полугруппы {50,&Є 2,}, 
порожденной итерациями некоторого оператора 5, 5% = 5%. 

Замечание 4. Во многих случаях полугруппу {5,} и соответствен- 
но отображение 5 удается изменить вне окрестности О неподвижной точ- 
ки 2 так, что полугруппа {5,} (отображение 5) вне большей окрест- 
ности О' 2 О становится линейной. Такой случай и рассмотрен в следую- 
щем разделе. 

Определение 4. Через МУ (2, о), где 2 Є о, обозначим множество та- 
ких ио, что существует положительная полутраектория { и(т), т > 0} = 
= Г*, для которой и(т) ->2 прит э + о, и(0) = ио, Г“ С о. 

Положим М? (2) = МУ (2, Е). 

Предложение 4. 5,МУ(2, с) С.М? (2, с). 

Предложение 5. Пусть о – окрестность точки 2. Тогда МУ (2) = 


= Ч б МУ (2, о)) (55! Х – полный прообраз множества Х при отобра- 
к=0 | 


жении 5х). 


136 


Доказательство. При ш Е $х' (МУ (2, с)) 5кьгио Е МУ (2, д) 
при { > би $х,,ио 92 при? + о, Поэтому 5х! (МУ (2, о)) С МУ (2) УК. 
Обратно, если из Є МУ(2), то Эт, такое, что 5,и0 Є о при 1 2> т. Взяв 
к = [т] +1, где [т] — целая часть т, заключаем: ио Е 5х1 (МУ (2, о)). 
Поэтому М? (2) С 95" (М7 (2, о)), и предложение доказано м 


2. ИНВАРНАНТНОЕ МНОГООБРАЗИЕ ОТОБРАЖЕНИЯ, 
БЛИЗКОГО К ЛИНЕЙНОМУ 


Рассмотрим в банаховом пространстве Ё с нормой 1:1, = 1.1 отобра- 
жение | 

и = [и + Ви. (1) 
Здесь [, — линейный оператор, В — малый по норме нелинейный оператор 
(условия, наложенные на В, будут приведены ниже). Предполагается, что 
І, обладает двумя инвариантными замкнутыми подпространствами Е; и 
Е, Е. ПЕ = {0}, Е= Е, +Е, Е СЕ, ТЕ С Е 

Таким. образом, любой элемент и Е однозначно разлагается в сумму 


и= и, ти. и, ЕЁ, , и_ Е Е.. Соответствующие проекторы на Е, иБ_ 
обозначим через П, и П_: 


Пи=и, ЄЕ,, П_и=и_ЕЕ.. 
Очевидно, 
= {0}, ПЕ, = 40}, П, +П_=Л (2) 
В силу теоремы Банаха для и= и, +и_ имеем 
СИи.1+1и_Т)< 11 < Ли, + Ти Г. 


Поэтому, сохранив на Е, и Е_ исходную норму и положив 
и, чи: {= тах(Йи.й, йи й), (3) 


получим норму на Ё, эквивалентную исходной. В этом разделе будем пред: 
полагать, что с самого начала выполнено (3). 

Обозначим через Ё, и Ё_ сужение Ё на Е, иЕ_ соответствеино. В силу 
инвариантности Е, и Ё. 


І.Е. СЕ, ТЕСЕ. (4) 
Будем предполагать, что выполнено следующее условие: 


Условие 1. Существует такая константа г > 0 и такие числа є, > 0 
иє_ > 0, что 


іл 1< (1-е), | (5) 
1: 1< (1 -е.). ' (6) 


Смысл условия | состоит в отделимости спектра /_ от спектра /,, 
окружностью || = г. 

Укажем требования, накладываемые на нелинейный оператор В. Пред- 
полагается, что выполнены следующие условия: 


В(0) = 0, | (7) 
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оператор В дифференцируем по Фреше, для его дифференциала ОВ = В’ 
имеет место оценка 


10В(и)1< и УмЕЕ | (8) 
и, кроме того, ОВ (у) удовлетворяет условию Гельдера с показателем о, 
0О< а< 1: 
"ОВ < С, (9) 
ПОВ = эр В ВОТ һо, (10) 
0<1»-0#<5 Ем — 00° 
Если В удовлетворяет условию вида (9), то будем говорить что В — клас- 
+а 
“ окажем существование инвариантного гладкого класса С1*“ много- 


образия М,, касающегося Е в нуле. Это многообразие М, будет предста- 
вимо в виде графика 


= {иЕЕ: ити, +#(и.), и, ЕЛ. }, (11) 


где: Е, э Е_ — дифференцируемый по Фреше оператор (функция) клас. 
са С'*“. Будет доказано, что & принадлежит некоторому классу Сё опс- 
раторов, который определим ниже. 

Определение 1. Через С. обозначим множество операторов #: Е, >Е_ 
класса С!*“ (т.е. операторов, дифференцируемых по Фреше и имеющих 
конечную гельдеровскую норму Ї О), удовлетворяющих условиям 

#(0)=0, (12) 

#0 ()1< 9 УьЕЕ,. (13) 
Класс функций #, удовлетворяющих, помимо перечисленных условий, 
условию 


Рей < С°, | | (14) 


обозначим черсз Са (С°), или, короче, Се. 

При сделанных предположениях справедлива теорема о существовании 
инвариантного многообразия вида (11) (см., также Хартман [1], Хирш, 
Пью, Шуб [1], Марсден и Мак-Кракен [1]). — 

Теорема 1. Пусть 0 < 4 < 1и число џ в условии (8) достаточно мало. 
Тогда существует такая функция ЕЕ Со, что многообразие М,, опреде- 
ляемое формулой (17), инвариантно относительно 5: 5М. С М,, причем 
такая функция единственная. Если ОВ (0) = 0, то Рре(0) = 0. Справедливо 
неравенство при малом 4: 


д15:(5 и, М.) < СК УКЕМ, ЕЁ, {15) 
где С зависит от К при 1\1! < К. При г < 1 М, обладает свойством 
экспоненциального притяжения. Если а достаточно мало, то прим ЄМ, 

КЫРЛЫ (153 

Доказательство. Положим и = П, у, м = П.м, ў = 5и, й = 
=, 5у и запишем действие оператора 5 в проекциях на Е, и Е_: 

й = П, би = /1,и+В.(и+м._), (16) 
138 


ў = П биа и +В (и+у). (17) 


Здесь В.`= П, В, В_ = П.В. Так как норма проекторов П, и П_ равна 1, 
то условия (7), (8), (9) выполнены не только для В, но и для В, и В.. 

Выведем уравнение, которому должнз удовлетворять функция #2 из 
(11). Если М = М, инвариантно, то из условия и +м_ Е М, те. м_ = (и), 
должно следовать, что й + №. Е М, те. *_ =8(1). Поэтому из (17) вы- 
текает 


#(и)=1 #(и)+В_(и+в(и)) УиЄЁ,. (18) 
Здесь й определяется формулой (16), в которой у_ =&(и): 
й =[.и+В. (и+2(и)). | (19) 


Если & удовлетворяет (12) и (13), а числойд в (8) мало, то в силу тео- 
ремы о неявной функции и однозначно определяется из (19) как функ- 
ция й (очевидно, зависящая от #): и = и(и). Обозначив для краткости 
ў = у, перенишем (18) в виде | 


(0) = Е; (и) УоЄЕ,, (20) 
где действие оператора Е на функцию & определяется формулой 
Ее(и) =1-5(и(0)) + В_{и(0) +8 ())). (21) 


Тенерь перейдем к доказательству существования решения $ Е С, = С 
уравнения (20). Доказательство основано ва методе сжатых отображе- 
ний. Сначала докажем, что при достаточно малом и Г отображает С в С: 
ГС С С. Далее будет показано, что оператор Ё является сжимающим в 
норме: 


Ней, = ѕор (12 ИИ. (22) 
0+0 


Из этих двух фактов следует существование решения # Є [С | уравне- 
ния (20), тле [С] — замыкание С в норме Ё -#,. 

Проверим, что ЕС С С. Очевидно, что при Е С получаем Е (0) = 0. 
Для оценки нормы  О(ЁЕя) оценим сначала норму Ри. Дифференцируя 
(19) по й= р, получим 

1= 1..Ри + РвёРи. (23) 


Здесь и ниже через 82 (0) обозначен оператор В, (о +#(5)), действующий 
на у. Очевидно, 


Рв = П, ОВ(П, + П_ ру). (24) 
Поэтому в силу (8) и (13) УЕЕС 
#ОВЕ1< џ(1+а). (25) 


Из формулы (23) выводим, воспользовавшись (6) и (25): 
Ри < ГИС + 1рвёриі) < 
«в, ) 1+11+9) При). 
Поэтому | 
Ко Ри < 1, где Ко = (7/1 є.) - р(1 +а)). (26) 


езг 


Дифференцируя (21) по о, имеем ` 
РЕв = І. рери + Рв ри. 27). 
Отсюда получаем, учитывая (5), (25) и (13): 
ОЕ! < 11_1. 1 Ой. Ри! + Ерве 1 - 1рий < 


< ((1-ев_)а+и(1+4)) рий. | (28) 
Таким образом, в силу (26) и (28) при условии 
(1-е) +3(1/9 +1) К (29) 


ИОЕ < д и, следовательно, ЕСС С. 

Покажем, что РГ — сжимающий оператор на С в метрике, порождаемой 
нормой (22). Сначала изучим зависимость решения и уравнения (19) от ғ. 
Покажем, что если и, и из — решения (19) с одним и тем же й = у, соот- 
ветствующие & = ру и Е = 52 ‚ то справедлива оценка 


Зи, и, |< Сия: — #21. (30) 


Действительно, вычитая соответствующие уравнения (19) для и, ш и>, 
получим 


[+ (и: из) = —(В+ (и, +81 (и1)) — В+ (из +82 (из))). 
Отсюда выводим 
1и, — м1 < 1х ИВ, (и, +51 (и, )) ~ В+ (из +8, (из))й + 
+ 18. (из +61(и2)) — В. (из +822). 
Воспользовавшись формулой конечных приращений, отсюда выводим 
іи, -и,ї< 11; Няр! рв (и): Ти - и, + 
Ух 


+ зор 128(%)1 - 1; (из) – &2(из). 
4 
Поделив это неравенство (где и, = и, (и), и, = и,(0)) на йу и учтя (22), 


а также (25) и (8), получаем 
іи, и, 1, < ВЕК +а)дїи, – и й, + 


11 (#2) — 620042) Виз (5)! 
+ р ———————————————— р] < 
и, іи, 8 у 101 
& (1 — є.)[0 рии: фи № +: - #20, 0и 1, ]. (31) 


Так как и,(0) = 0, то йи, {, < ѕорі Ри, (м) 1. Воспользовавшись (26), 
заключаем, что при малых и " 

(101 е) - ва а): физ В < 

< ий – &2 ЩО е6) -и +4)", 
т.е. справедливо неравенство (30), в котором 

С, =, (32) 
где Ко — то же, что в (26). 


Приступим к оценке | Ёр, — Ёғ, Її. Очевидно, | 

17е, — Ева, = 11. (62 (из) – 81 (и! )) + В" (из) – Ви), < 

< 11-1152 (и2) – 81 (и!) + ар 1ОВ(\) (182 (и› ) – (и) + 
м 


+ би иу. (33) 
Кроме того, 
А #82 (и) — 81 (и, ) |, < | 82 (#2) – (и), + №2: (м2) ~ (и!) < 
< 10, – 211,10, + зар Де, (м)! - Пиз фи, 1,. (34) 
м 


Так как 1и)1, < ѕорі Ри, (м) 1, то в силу (26), (13), (30) и (32) имеем 
ч 


122(и:) – 2,(и.)1, < К ТА — 21:1 + аКо? ий ва #11. | (35) 


Воспользовавшись этой оценкой и оценками (30), (5) и (8), выводим 
из (33) 


Реа – РЕ, (1 е) (65° +аКо’и) 182 — 81 + 


+чи(Ко' +4Ко?и + Ко? и) 182 – 1 1. | (36) 
Таким образом, при условии 
(1 є. ? 
(1 а (2) в0< 1 (37) 
Ко Ко Ко Ко 


отображение РК: С >С — сжимающее. (Из неравенства (37) следует (29).) 
Очевидно, при достаточно малых м условие (37) выполнено, так как при 
малых и г(1-Е_) Ко < 1, а Ко ограничено снизу (см. (26)). 

Пользуясь теоремой о сжатых отображениях, выводим, что существует, 
и притом единственное, решение я уравнения (20), принадлежащее [С° ]- 
замыканию Са в метрике |-1;. 

Заметим, что Е — сжимающий оператор на С. (при малых џ ), откуда 
следует единственность решения уравнения (20) в С; при малых џ. 

Доказательство принадлежности я к Су, т.е. справе дливость оценки 
(14) с некоторой констангой С°, прсводится следующим образом. В со- 
ответствин с методом сжатых отображений # = тах, где р = Рек, 
80 =0. 

Нетрудно, но требует громоздких вычислений, по индукции вывести 
равномерные но А оценки Ї Пе; ї, < С° (см. Бабин, Вишик [14]), откуда 
следует, что Уи, о Є Б., м Є Е? функции фу (1) = (5к(и+ 10), м) огра- 
ничены в Ст" (В) (г Є К), и поэтому последовательность {2х} ком- 
пактна в С*([--Г, Т})) УТ. Так как (к), равномерно сходится ма Е., 
то фк (г) сходятся на В. Следовательно, к, (2) э (г) при к'о +оо в 


С([- Т, Т]), где (г) -- одна и та же для любой последовательности {2}, 
К > +оо, ф(Е) = (Е(и+ го), м) — функция класса С'. Отсюца следует, 
что на каждом векторе о дифференциалы Де„(и)и схоцятся слабо в Ё? 
(как функционалы на Е”) к некоторому вектору Оё(и)и. Нетрудно до. 
казать, что Пе(и\о Є Е и что е -- это дифференциал Фреше функции ё 
· (подробности см. в гл. 2 книги Марсдена и Мак-Кракена ([1}). ка 


Заметим теперь, что из оценки Ё Ое, й, < С° следует, что Рё, < С°. 
Действительно, пусть и ЕЁ”, и, оЕЁ,. Тогда очевидно, 


| (би) – Ра(из))о, ж) 2 «Фил )-- Рвп(и. )о, м) + 


іи, – из 1° № 1и, — м2 12 
+ 14002, (и, ) – Ре, (из ))о, >| + | ( (Реп (из) – Ре(из ))о, м) 
Пи, — и, \* іи, – и, {% 


Устремив л к ео, получаем, что первое и третье слагаемые в правой части 
стремятся к нулю. Поэтому, учитывая, что 


(Феи (и, )-— Де (и и, м1 < ре, и, – и БИ Им, 
получаем 
((Ое(и,) ~ ре(из))о, м) < СТ, – и И-П, 
Так как У {1 = 5ир(| (У, м) | [1 0), заключаем отсюда: 1 (Рё (и,) — 


— Ре(из))о і < Спи, — и, бо Й Мо. Поэтому 16(и,) – ре (и) < 
< Си, - и, \°*, те. ИО < С°. 
Приступим к доказательству неравенства (15). Обозначим | 


И (и) = Пи – (П, и). (377 
Неравенство (15) будет выведено из неравенства 
ВИ. и)! < И (и). (38) 


Заметим, что Г_(и) = 0 является уравнением №М,. Поэтому в силу иива- 
риантности М, из равенства Г/_(и) = 0 следует, что /.(5и) = 0. Кроме 
того, И_ (и ~ И (и)) =0. Действительно, 


и – Г_ (и) = Пи +П и – Пи + (П, и) = П.и +#(П+и)ЕМ.. 
Таким образом, /_(5(и – И (и))) = 0 и, следовательно, 
ВИ _(Ѕи) = И (5(и - Г. (м))) - И (5и) < 
< П (5(и – Г. (м) – Зи) + ЕТ. 5 (и – И (и) – (П, 50) < 
< ИДИ. (иу + 18(и - И. (и) – Ви) 1+ 41 5(и - Г. (и)) – 8и. (39) 


Так как У _ (и) Е'Е_,то ГИ_(ю) =Ё_Г_ (и). Поэтому, учитывая (6) и (8), 
получаем из (39) 


ВИ. (5и) < (1-е УГ НиТ (и) + и (и) + 
+ 41 В(и – Г. (и) – В(и)Ї < | 
< [501 є) +р+а (1-е) +] (и). 


Отсюда при достаточно малых 4 и џ следует (38). Из неравенства (38) 
по индукции заключаем 


(И $) — П 5 < га) — П мй (40) 
при всех Є 2 ,. Оценка (15) следует из (40) и из неравенства 


#5, М.) < 12(П, м) -П_иЁ < Саіѕі (и, М.), | (41) 
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справедливого Ум Є Е. Первое из этих неравенств очевидно, так как точка 


у; = П.у + #(П.\) лежит на М,,а {м — м, = 1Пм + П м — П, — 
— (П.м) 1 = 12(П, и) —-П_ж]> шо Пу фи, 1. Чтобы доказать второе 
%.ЕМ+ 


неравенство в (41), возьмем иЕМ,, и = и, + 2(и,). Очевидно, соглас- 
но (3), 

ім иб = Пу, + фи — (и) = 1и, + +2(%.) (и) — 

— и — (и) 2 {№ (и) + и – и, 1 12(.,) — (и) = 

= тах (и — #(м.) 1, №№. -– ш, П) еби) (и) 2 

> (1/2) 1% – е(м,) 1+ (1/2) 1, – и, 1 Там.) — #(и+ 1. 
В силу (13) 12(и,) – (и. )1 < дім, - и, 1, и поэтому 

Ви - ий 2 (1/2) Пу. — #(№,) 1 + (1/2 — а) їм, - и. 1. 


Взяв в этом неравенстве нижнюю грань по иЄ М, , получаем при 9 < 1/2 
(41), где С=2. Из неравенств (40) и (41) выводим (15). 
Докажем (15'’). Если мЄМ,, то м_=8(\,). Поэтому, согласно (1) 
15% = Им + (иь) + В(м, +8(м,)) [> 
> Її. м. 1-1 е(0.) 1 - ПВ (и, +8 (.))1. < 


В силу (8), (13), (5) и (6) 


15%! > (/(1-е.)) 1.1 - г - =) 91 И - нм. 1 + айм, 0). 


При достаточно малых 4 и џ отсюда следует (15') м 


Рассмотрим теперь вопрос о существовании инвариантного многообра- 
зия М_, касательного в нулек Е.. 


Это многообразие является графиком функции #=8.: Е_->ЁЕ.: 
М_ = {иЄЕ: ити_+5(и_), и_ЕЕ.}. (42) 


Через Са и Су будем обозначать такие же множества функций, как в опре- 
делении 1, стой лишь разницей, что Е, заменено на Ё_ а Р_ – на Ё,. 

Теорема 2. Пусть 0 < а< 1, ичисло и в (8) достаточно мало. Тоеда су- 
ществует и единственна такая функция 8 Е Сё, чно многообразие М_, 
определяемое формулой (42), инвариантно относигельно $: $М_ СМ.. 
Если ОВ (0) = 0, то ре (0) = 0. Если ди р достаточно малы, то справедлива 
оценка 

15| < А УКЕМ, мЕМ.. (43) 
Кроме того, если № Є Е, то 


ВИ, (5 м) > АИ, (м), И. (м) = П – (П м). (24) 


Доказательство. Из инвариантности М. и из (18), (17) выво: 
дим аналогично (20), (21) уравнение 


&(%) = Е_ғ(р), (45) 
где 


РЕ = (Е -0+В_(0+2(0))) - [5'В+(0+5(0)). (46) 
14: 


Из оценок, аналогичных проведенным в доказательстве теоремы 1, следу. 
ег, что при малых и Ё. отображает Со в Са и является сжимающим. 
Так же, как в доказательстве теоремы 1, выводится ограниченность | Оа|а. 

Докажем оценку (43). При о Є М. справедливо равенство о, =&(и_). 
Поэтому 5и = 5 (и-+#(и-)).В силу (1) имеем 


1501 = Ди. +Ё,8(5-)+В(и_-+5(_)) [< 
< В-ти + КА йо 1+ ро 1+ до 1) < 
< (01 є) +911, + и+аи) їо И. 


Отсюда при малых 4 и р получасм (43) для К = 1. 

Неравенство (43) при А > 1 легко выводится из (43) с Ќ = 1. 

Доказательство неравенства (44) при К = 1 аналогично доказательству 
неравенства (38). Неравенство (44) при А > 1 получается итерированием 
неравенства (44) с К=1 ш 

Замечание 1. Аналоги теорем 1 и 2 справедливы и в случае, когда $ 
не дифференцируемо, а лишь удовлетворяет условию Липшица. Вместо 
(8) при этом накладывается условие 


18 (и) — ВО < ми (47). 


Функции &, определяющие М, и М_, в этом случае будет липшицевыми. 

Замечание 2. Возможны случаи, когда оператор 5 зависнт от пара- 
метра 9. Предположим, что все условия, наложенные в теоремах 1 и 2, вы- 
полнены равномерно по 0. Тогда функции 8 = р. и 2 = Е, определяющие 
соответственно М, и М._ зависят от 0: я, (0) = ғ, (0, 6), #_ (0) = 2. (0,0). 
Если 5 (0, 0) ир, 5 (о, 6) непрерывно зависят от 0, то 8+ (0,6) непрерывно 
зависят отд в С' (Е, ). 

Если 5 (0, 0) — класса С'*% по (и, 0), то функции 2. (и, 6) — класса 


С'*% по (0, 0). Для доказательства этого факта устанавливаются равно- 
мерные по К оценки выражений 


Рок (и, 1, (реди, 0, ) – Рови, 0) (Пий. 10, -6,1“), 
Рока, И Ридк (м, 9,) ~ Вивк(и, 9.)1/10, -0,1“. 


Эти оценки проводятся так же, как оценки в доказательстве теоремы 1. 

Замечание 3. В приложениях теорем 1 и 2 чаше всего оператор Ё 
будет совпадать с оператором 5 ;| :=1 Некоторой почти устойчивой линей- 
ной полугруппы. В силу теоремы ГУ.2.1 условия, наложенные на/, в этом раз- 
деле, выполнены, если только окружность | {| =г не пересекается со спект- 
ром 51. В этом случае Ё, = Е, (г), Е = Е (г) (обозначения те же, что 
в разд. 1\.2). В рассматриваемом случае Е, конечномерио. Норму на Ё, 
и на Ё_, в которой справедливы неравенства (5) и (6), можно выбрать 
эквиваленгной исходной норме согласно ([У.2.5), (1.2.6) и замечанию 
ГУ.2.2. 

Замечание 4. В случае, когда /, = 5;|,-; и { 5, } почти устойчива, 
в качестве {14| = 7 } можно брать любую окружность радиуса г > то, 
не пересекающуюся со спектром Ё, Если в кольце {г < [41| <, } нет 
точек спектра С, то соответствующие пространства 17, (7,) н Ё_ (7, ) совпа- 
дают с пространствами Ё, (72) и Е. (72). Тогда многообразия М, (7;) и 
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М_(,) совпадают с М, (75) и М._ (2). (Предполагается, что числа и ид 
достаточно малы.) 

Замечание 5. Пусть [ = 5;|,.) и &5,} почти устойчива. Пусть 
го <Т,: < 72, окружности [$] = 7, и [| = 7, не пересекаются со спект- 
ром Ё, а в кольце {ғ < |[$| < ғ) содержится несколько точек спект- 
рз 1. Тогда /7, (71) ПЕ (72) = Ео(т1,г2) + 0 и при малых и существует 
инвариантное многообразие М,(7;, 75), касательное к Ро(1, 7) в нуле. 
Действительно, в качестве этого многообразия берем М, (71) ПМ_ (2). 
Нетрудно проверить, что при малых 4 многообразие Мо(т,, х>) будет 
графиком некоторой функции на Во(’,,72) со значениями в дополнитель- 
ном пространстве 


(Е. (71) 9 Ео(т, ғ) + (Е. (2) 9 Ео(ра, ғ )). 


Теорема 3. Пусть {5,} – полугруппа операторов, действующих в Е, 
$,и — класса С\**% по и, 5:0 = Ои оператор 5 = 5 ‚=1 Удовлетворяет всем 
условиям теоремы 1. Кроме того, пусть существует такое е > 0, что при 
0 <: < є операторы В = 5, — 05, (0) удовлетворяют оценке (8), где и 
не зависит отї1,0<7 < є. Предполагается также, что 05, (0) = 5, (0) об- 
разуют почти устойчивую полугруппу, что біт Е, < оо ц что окружность 
{4:161 =}, г >го, не пересекается со спектром 5, (0). 

Тогда при достаточно малом и многообразие М.. построенное в тео- 
реме 1, строго инвариантно относительно операторов 5,, 1 2 0. 

Доказательство. Очевидно, достаточно доказать, что 5; М, = М, 
при 0 < т < є. Рассмотрим множество М; = 5, М, . Докажем, что М, ‚яв- 
ляется графиком некоторой функции &:: Е, э Е, Еу ЕС а’ Ге 4’ не 


зависит от т. Возьмем точку м Е М,. Очевидно, м = 5, (и + (и) для не- 
которой и Є А.. Искомая функция &, должна удовлетворять соотноше- 
нию П м=2,(П, м), те. 

Н-и= 8, (П+5т(и +5(и))}, или 

П_5; (0) (к) + П В(и + (и) = 2, (П,5,(0)и+П.В(и+#(и))). (48) 


При этом использовано, что П _5; (0)и = 0, П, 5, (0) (и) = 0. 
Отсюда видно, что для определения 2; достаточно обратить оператор О, : 
Е. > Е. , 


Ози = П. 5, (0)и + П, В(и + е(и)). (49) 
Заметим, что | 
Ро, = 1.5;(0) +П--БВ(П, +2»). | (50) 


Так как Ё, конечномерно, то операторы 5,(0)| Е.’ Слабо непрерывные 


по Е, в силу определения [У.2.1 будут нспрерывны по / и в операгорной 
норме. Поэтому при малых є 


1П, 5*(0) — 7.155 Ут,0<т<е 


(1. — тождественный оператор на Ё,). Поскольку & Є Са, то из (50) 
следуст 


100, — 1,.1< 5+, +4) < 1/2 (51) 
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при малых д и $. Рассмотрим уравнение Оги = в. Это уравнение перепи- 
ием в виде О;и – и ~ о = —и. Оператор Т(и) =Оги -и- о — сжимающий 
в силу (51), и поэтому решение уравнения О, и = о существует и единствен- 
но. Легко видеть, что в силу (51) РО; 1 < 2. Определим &#, (и) формулой 

8.0) = П_5,(0)2(0;' (0) + П.В(0;' (0) +=(0:' 0))), 
равносильной (48) . Очевидно, 

10е, (и) < 1П_5,1. 10.1 - рос + ПОВЕ СЕРОС 1+ 

+ Ре! .- 1роО;! Г)< 24С+р(2 + 24)=9а (4 00 ири р, д0). 
Поэтому #; Є С. Множество М; инвариантно: 5,М; = 5,5.М, = 


=5:5: М. С 5,М, = М;. Согласно теореме 1, функция на Ё, , принадлежа- 
шая С, (4’мало) и определяющая инвариантное многообразие, единст- 
венна. Поэтому #2; = 2 и М, = М, , т.е. 5, М, = М,, и теорема доказана и 

Теорсма 4. Пусть {5,} – полугруппа операторов, действующих в Е, 
$:и — класса С\*“ по и, 5, (0) =0 и 05, (0) = 5; (0) образуют почти устой- 
чивую полугруппу. Пусть г > гои $ = 5,1 :=1 удовлетворяют всем усло- 
виям, наложенным в теореме 2, причем 


15и! < Сы! УтЕ[0, 1], (52) 


где С не зависит от и при 1ий < К. Тогда М_ инвариантно относительно 
{5,}. 

Доказательство. Заметим, что все условия теоремы 2 остаются 
справедливыми, если г заменить на числа г, < гиг) > т, г, и Р) доста- 
точно близкие к г. Поэтому справедливо неравенство (44), где вместо г 
стоит 72, и (43), где вместо г стоит г;. Положим м, =5.м, м ЕМ.. 
Согласно (43) и (52), 


155, = 1555г = 15,5 < СТК < СЕ. (53) 
Согласно (44), 

КИ, (5м) > АИ, (м). (54) 
Отсюда . 

ВИ. (м,)1< 56И, (5а, )1. (55) 


Согласно определению И, (м) (см. (44)), учитывая (13), имеем 
ПИ, (и)і< П, м 12(П_м)1 < Пина и (1+4) 11. (56) 


Взяв м = 5 у; и воспользовавшись (53) , получаем из (55) и (56) 
ВИ, (м, < С е. 


Устремляя К к +оо и пользуясь тем, что г: > ;, заключаем, что Г, (и) = 
= 0. Следовательно, м; Є М_. Таким образом 5. м Є М_ Ҹу Є М_,и тсо- 
рема доказана в 

Замечание 6. Если выполнено условие Ти |< СЇ5Ѕ,иїлри0<7<1, 
то аналогично инвариантности М_ в теореме 4 доказывается инвариант- 
ность М, и в случае біт Ё, = о. 

Замечание 7. Для динамических систем, порождаемых уравнениями 
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вида д:и = А (и), в ряде случаев удается построить притягивающее инвз- 
риантное многообразие М, — график функции я, — глобально в большом 
шаре в Ё (см. Фояш, Темам, Селл [1], Мора. [1] , Мора, Сола-Моралес [1]). 
Такие многообразия М, называются инерциальными. При построе- 
нии М, используется наличие широкой полосы а < |Ке{| < В, свободной 
от точек спектра оператора А’ (0), а также некоторые свойства компакт- 
ности оператора А (и) – А’ (0) = В (о). Важную роль играст то, что урав- 
нение (19) в случае, когда { 5,) порождается уравнением д,и = А (и), 
разреши мо не только при малых В. Действительно, уравнение (19) имеет 
вид П, 5 и = 0. Чтобы найти и, требуется решить уравнение 


д,о(0) = П, А(и(г) +4. (000))), о, = (57) 


и положить и = у|;-о. Здесь и(1) Є Ё, при г Є (0, 1]. Если Чт, < °®, 
то (57) является задачей Коши для конечномерной системы обыкновен- 
ных дифференциальных уравнений, и такая задача разрешима. 

Замечание 8. Если выполнены условия теоремы 2, то неравенства 
(15), (15') принимают вид 


0151(5,№ М.) < С \ЕВ., мЕЕЁ, (58) 
15,01 > с УЕВ., иЕМ, (с> 0). (59) 


Если выполнены условия теоремы 4, то наряду с неравенством (43) спра- 
ведливо неравенство 


15,и1< СЧ УСК, мЕМ., (60) 


что следует из очевидной формулы 5; = 5450, КЕ 2,,0< 0 < 1. 
При этом в случае (58), (59) учитывается ограниченность бром, 6 Є 


Е [0,1] и 15 (0): і, в случае (59) — неравенство 150% |< Сойм | 
уб є (0, 1]: | 


3. ИНВАРИАНТНОЕ МНОГООБРАЗИЕ 
В ОКРЕСТНОСТИ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЙ СТАЦИОНАРНОЙ ТОЧКИ 


Пусть 5: Е э Е — отображение и 2 — его стационарная точка: 52 = 2. 
Пусть 5 дифференцируемо в окрестности точкн 2. 

Определение 1. Точки 2 — гиперболическая, если дифферен- 
циал Фреше Р5 (2) = І в точке 2 обладает свойствами, описанными в иа. 
чале разд. 2, причем в (2.5) и (2.6) можно взять и = 1; норма Ї. Йв (2.5) 
и (2.6) операторов в Еи Е, порождается некоторой нормой 1. Йна Е, 
эквивалентной исходной норме 1. 1;:. Предлолагастся также, что 


#256») —- 25(2:) 1<и() при 12-м <р, (1) 
где р (0) +0 при р +0 (будем считать у: (р) монотонно убывающей). 
В случае, когда точка 2 — гиперболическая, для сушествования ин- 


вариантных многообразий М, =, (1) иМ_ =М_ (1), касательных к 
Е. икЕ_ соответственно в точке 2 (при ғ = | в условии 2.1), не требует- 


ся, чтобы условие (2.8) выполнялось при всех мЄ РЁ, а только при иЄ 
е0,(2): 


Ор(2) = {мЕЕ: 1 -:1<р}. | | (2) 
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г, 
Локально инвариантные многобразия М, иМ_ будем представлять в 
виде 


М. ={иЕ О, (2): и= г +и, +8, (и), и, ЕО} (0)}, (3) 
_={иЄ0,(2): и=г2+и_ +8_(и_), и_- ЕО, (0)}, (4) 
їде 
0200) ={мЕЁ.: 1»1<р}, 05 (0) ={мЕЕ_: 1и 1<р), 
овы 010) 05 0), в: 050) 03. 
Обозначим через Са множество таких 8+ , что 
зир {Рё (и) 1, иЕ0,(0)} “4, #.(0)=0, рғ. (0) =0. (5) 


Множество таких $. Є Су, что 
ИО + Пар = ѕир 102. (№) — Оз. (и) ИТ» - и 1", м, иЕО,; (0)} <С°, 


Обозначим через С а". Аналогично вводятся классы С. и Сс’ функ: 


ций, определенных на 07 (0). 

Теорема 1. Пусть точка 2 — гиперболическая и $ Є С'*® (О,(2)). 
Тогда при достаточно малых р существуют и единственны такие у, Е 
Є Соо ив _ Є Сс", < 1, что множества М, и М_, определяемые 


формулами (3) и (4), локально инвариантны в О (2), а именно если 
мЄМ, и $мЄ0,(2), то бмЕ М.; соответственно если м Є М_ изме 
Є 0,(2), то 5иє М_. Кроме того, М, С 5М.. 

Справедливы неравенства 


1550-21201 +65.,) бо 2 1 при о, 5%,... 5ЕМ., (6) 

1550 -21<(1 5) о 2 1 при оЄМм_, (7) 

И (5 5и) 1<(1-- 6) И. (и) Г при и, Ѕи,...,5киЄо, (2), (8) 

НИ, ($ Ки) > (1+5) ТИ, (и) Т при и, би,...,5Ки ЕОр (2). (9) 
Здесь 6_,6+ >0, 

И (№) = Н (и - 2) - &+(П+( - 2)), | (10) 

У. (№) = П. (м - 2) -#-(П_(- 2)). (11) 


В неравенствах (6) и (9) число 1+6. можно взять сколь угодно близким 
к числу 1-е.) в (2.6), а в неавенствах (7) и (8) число і —6_ можно 
взять сколь угодно близким к1-е_,1-6_>1-Е_ 

Доказательство. Возьмем для простоты 2=0 и рассмотрим 
случай # =#+. Функция 8 (0) отыскивается как решение уравнения ғ (5) = 
= ЕЕ (и), о ЕО, (0) = 0,, где Е определяется формулой (2.21). В рас- 
сматриваемом здесь случае, в отличие от доказательства теорсмы 2.1, 
требуется обосновать, что если ғ (и) определена на О,, то и РЕ опреде- 
лена на О, при малых р. Для этого достаточно доказать, что и (и) Є О, 
прио Е О,, гдеи(о) = и -- решение уравнения (2.19) си=ь: 


[+4 и+В.(и+ и) = 0. (12) 
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Уравнение (12) перепишем в виде 

и=1 о-1 В, (и +ғ(и))) = Ти. 
Так как при їої<р ЕЛЬ < (-е,) р, а Е.В, (и+ (и) 1< 
< (1—6) н((1+9)р) (1+4) 141<2џ (20) р<ре, при малых р, то ТиЕ 
Є О, при иЄ О,. Легко проверяется, что при малых р 7 — сжимаюшее 


отображение на О,. Поэтому решение и= и(р) уравнения (12) принадле- 
жит О. 


Далее доказательство сушествования #, (и) и выполнения неравенств 
(6) и (8) проводится так же, как в доказательстве теоргмы 2.1. 

Рассмотрим &_. Уравнение относительно &_ = имеет вид (2.45), где 
Е_ = Е задается формулой (2.46). Покажем, что если 8 (0) определена 
при 0Є0,, то и Ғе (0) определена при о ЕО„, если р мало. Согласно 
(2.46), достаточно доказать, что при 0Є0, Ги +В_ (у +8 (%)) Е О,. 
Это следует из оценки 

10+ В_ (0 +е(0)) 1< (1 є) їо + р(о +ар)( По +а1ь Г) < 

< По 0+ (22(2р) є) {о й< о 1 
при достаточно малых р. В остальном доказательство теоремы 1 о М_ 
проходит так же, как доказательство теоремы 2 2. 

Докажем, что 5М. 2 М,. Заметим для этого, что если М.у и М, —– 
многообразия в Ор и Ор, ‚ где ру < рз <р, р ир достаточно малы, то 
в силу единственности функции #. из теоремы 18+; = +2 нз Ор, и поэ: 
тому М, ; СМ. 2. 

Для доказательства включения 5М, 2 М,, М+ = М. у, достаточно уста- 
новить, что 5М. над Ор является графиком функции &+2. Последнее 
проводится аналогично доказательству теоремы 2.3, причем $. = 5, а опс- 
ратор 5, в (2.50) заменен на 25 (0) = /.,. За счет малости и = р (2р) из 
(2.50) получаем 

д0, - 1, 1< и(2р)(1 +4). (13) 
Уравнение О; и= о перепишем в виде Ё.и+ (Ои ~ Ги) =0 или и+ 
+15 (0;и–1,.ч) =1 То. Отсюда и из (13) выводим 

[и 1 < 124 и(2р) (1 +4) Ти 1+ Вот, 

Так как 1Ё 1 1<1 – е, то при џ (20) (1+4) < с. из неравенства їо 1< 
«р, следует, что Ёи 1 <р,. Отсюда заключается, что проекция П, образа 
5 М, у графика функции &. над Ор (0) покрывает Ор, (0), т.е. П.5М,, 2 


2 П.М, откуда 5М,, 2 М, у. Взяв р= ри, получаем утверждение 5М, 2 
2 М. = 

Замечание 1. Пусть оператор 5 аналитичен в точке 2. (Для просто- 
ты: пусть2 = 0.) Это означает, что 


Ѕи=1и+ Ви Ви= У Ги, (147 
к=2 


где Г.к — К-линейный по и оператор, ИЁх #<сх <с1 рб. Если в этом случас 
0 — гнперболическая точка, то функция #. также аналитична в некоторой 
149 


окрестности нуля в Ё+. Действительно, оператор 5 продолжается в ком 

плексную окрестность точки 2 (в комплексификации Е =Е +15 прост 

ранства Ё). Легко видеть, что оператор К, определяемый формулой (2.21) 

переводит комплексно дифференцируемую функцию д (0) в комплексн 

дифферениируемую Ғе (и). В силу того что & (и) = іт Е “а (и), причем 
к>> 


сходимость равномерная, предельная функция ғ (о) комплексно диф 
ференцируема по и ЕЁ, в окрестности нуля, т.е. (#(),Ё),ПЕЕ* 
является дифференцируемой функцией п комплексных переменных (и = 
= уп Ё.). Так как в силу оценок в доказательствах теорем 2.1 и 1, 
| (2 (0), п) | <Сіл 1, где С не зависит от, то 


#(0) = Ў р, (0), | | (15) 
к=}. 


где ё, – К-линейный оператор и ряд сходится в окрестности нуля. Отметим, 
что операторы вк находятся из рекуррентных соотношений, получающихся 
подстановкой (14) и (15) в равенства (2.18), (2.19) и приравниванием 


членов с одной и той же степенью однородности. Получающиеся рекур- 
рентные соотношения имеют вид 


#1. и) - 1 вк (и) = К. (и), (16) 


где В, выражается через Ё:,..., Скот и 81,....@к--1 В ЯВНОМ виде. 
Отметим, что частные суммы (15) используются в ряде приложений 
для приближенного нахождения локально инвариантных множеств М... 
Определение 2. Пусть {5,} — полугруппа отображений 5,: Е э Е, Ста- 
ционарная точка 2 этой полугрупиы называется гиперболической 
или 5, гиперболична в точке 2, если отображение 5: =5,],;=1 


таково, что точка 2 — гиперболическая точка этого отображения (см. оп- 
ределение 1). 


Предложение 1. Пусть 2 ~ стационарная гиперболическая точка полу- 
группы {5} и < - достаточно малая окрестность точки 2. Тогда 


М" (2, о) СМ, (2). (Здесь М, (2) — многообразие, построенное в теоре- 
ме! при некотором р> 0.) 

Доказательство. Пусть иЄ М" (2, о), о СО, (2). Тогда УКЕМ 
Чик Е о: и= 5и, блик Є ш при 0 <} <К. В силу (8) имеем 1И_ (и) 1< 
<(1-5_)^!И_ (4) 1. Так как И (их) ограничена на о, то отсюда, уст- 
ремляя К к +, получаем, что У _ (и) =бииЕ М, а 

Предложение 2. Пусть 2 — стационарная гиперболическая точка полу- 
группы {5,}, $, и равномерно по г Є [0,1] непрерывна по и в окрестнос- 
ти точки 2, и пусть оо — окрестность точки 2, а М. (2) — многообразие 


(3). Тогда $, экспоненциально растягивает М, (2) в точке 2 и найдется 
такая окрестность и) точки 2, что 


М. @) Пос МН(2, оу). (17) 


Доказательство. Согласно теореме 1, 5,М. (2) 2 М, (2), а 
согласно (6), выполнено неравенство (1.4), гдеб., = 5, =5, и. =ш(1+6.). 
Поэтому выполнены требования определения 1.3 и{5,} экспоненциально 
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.. 


растягивает М, (2) в2. Воспользовавшись предложением 1.3, получаем 

(17) ж | 
Предложение 3. Пусть 2 – стационарная гиперболическая точка полу- 

группы {5;}, $:и непрерывно пои в точке 2 равномерно по г Є [0, 1]. 


Тогда: 1!)`М_ (2) СМУ (2, оо) при достаточно малом р; 2) существует 
такая окрестность о точки 2, что МУ (2, о) СМ_ (2). 
Доказательство. Докажем, что М.. СМУ(М_ =М_ (2), МУ = 
= МУ (2, 40) ). В силу (7) при ш Е М_ их =5кио 2 при К эо, ик Е О, 
при џо Є О,. В силу равномерной непрерывности 5; 5тих =5и4тио 92 
при О <т < 1, 5, О, Соо. Отсюда 5, ио +2 при Г э+о иш Є МУ (2, оо). 
Докажем утверждение 2. Пусть <> настолько мала, что 5,0 СО, (2) при 
0 <; <1, и пусть ш Є МУ (2, о). Согласно (9), так как 5; ио = 5 но Є 
Є о СО,, 
НИ, (бк мо) 12 (1+ 5,) ПИ, (ио) И. 
Так как 5; ио >2,а И, непрерывна, то ИГ, (5, мо) 1 «С, и получаем 
ГИ, (мо) 1<С(1 + 5.)-*. 


Устремляя А к +ео, заключаем, что Г, (ио) = 0, т.е. и Е М_ и 

Предложение 4. Множество М, (2), построенное по $, = 5, не зависит 
от 1, близких кі = 1, и М, (2) локально инвариантно относительно { 5, }. 

Доказательство. В силу предложений 1 и 2 М, (2) Оо = 
=М" (2, со) По, если ою – достаточно малая окрестность точки 2. Из 
локальной инвариантности М" (2, оо) и из того, что М" (2, оо) не за- 
висит от ї, следует утверждение предложения № 

Замечание 2. При выполнении локального (т.е. в окрестности точ- 
ки 2) условия (1) сушествуют не только многообразия М. (1) и М_ (1), 
но и многообразия М, (г, ), гдег, > і, иМ. (2), где г. < 1. Здесь, каки 
ранее, 7; такие, что окружность {| = ғ; не пересекается со спектром 
5'(2). При этом М, (7,) касастся в точке 2 подпространства Е, (г!) +2, 
а М_ (ғ) касается в 2 подпространства /_ (72) +2. Если в кольце между 
окружностями {1 ё 1 =г,} и {12| = ғ} имеются точки спектра 5’ (2), 
то Е, (1) +Е_ (7) не совпадаст со всем Е. 

Доказательство существования М, (7, } иМ_ (ғ) дословно совпадает 
с доказательством существования М, (1) = М, (1+є,) и М_ (1) = 
= М_(1 -Е_) в теореме 1. 

Для М, = М, (г!) справедлива формула (6), где 1 + $, заменяется на 
7: +6.,6. >0. Для М_ = М_ (#2) справедлива формула (7), где 1-6_ 
заменяется на ғ, – ё_,6_ > 0 сколь угодно мало. Так же, как в предло: 
жениях 2 и 3, устанавливается, что М, (7,) СМ" (2, оо), М (7) С 
СМУ (2, оо) . 

Справедлив аналог формулы (8), где Г_ определяется выражением 
(10), в котором #. соответствует М, (г,). При этом в ($) | ~ ё_ заме- 
няется на т, – 6, 6;_ > 0. Аналогично справедлива формула (90), где 
1+6. заменено нар, +5, ,, 5, > 0. 
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17.2.4, СПЕКТРАЛЬНАЯ АСИМПТОТИКА ПРИ г - + < ТРАЕКТОРИИ, 
СТРЕМЯЩЕЙСЯ К СТАЦИОНАРНОЙ ТОЧКЕ 


Пусть в банаховом пространстве Ё действует полугруппа {5,} , и пусть 
2 — стационарная точка этой полугруппы, 5,2 =2 Үг 2 0. Рассмотрим 
поведение в окрестности 2 траекторий и(!) = 5,ио, стремяшихся при 
1 э +оо к точке2. Ниже (в теореме 2) будет построена спектральная асимн- 
тотика для и (г). 

Будем предлолагать, что подгруппа {5,} в малой окрестности О(:) 
точки 2 совпадает с полугруппой {5 2},5 9: Е-Е, близкой к линейной. 
А именно: если и, Е 0(2) и; шЕО(2) УЕ [0, т], то 52ио = 5,1, 
Уге [0, т]. 

Мы говорим, что нолугруппа {5} близка к линейной, если полугруп. 
па бло =52 (2+0) —2, связанная с{(5:} заменой и=2 +0, удовлет- 
воряет условиям теорем 2.1 и 2.3. Используя эти теоремы, получаем сле- 
дующую теорему (В (2.1) В (и) =51 (и) -51’(0)и). 

Теорема 1. Пусть {5,} в окрестности О (2) стационарной точки 2 сов- 
падает с полугрупной {5}, близкой к линейной. Пусть число г < 1, такое, 
как в теореме 2.1 и 2.3, в частности, спектр оператора 5", (2) |= 1 не пере- 
секается с окружностью {1 {| =ғ). Тогда через точку г проходит конеч- 
номерное многообразие М, (2,7) класса С°, «>0. Оно обладает сле- 
дующими свойствами: 

1) В окрестности О,(2) =иЕЕ: 1и-2 1< р}точки 2, где р доста- 
точно мало, й.!- таже, чтов (2.3), М, (2, г) является графиком функции 
8+,8+: Е.С, г) -> Е (2, г); 


М+ (2, г) ={ие О, (2): и=2 +0, П_о= ғ, (П. и)}, (1) 


где П, иП_ - проекторы на Е, (2,г) и Е_ (2, г), соответственно Е, (2,г) 
и Е_(2,г) — инвариантные подпространства оператора І = 5 1 (2), порож- 
даемые частями спектра оператора [,, лежащими в областях {$: 1$! <} 
и{{: 1 {1 >г} соответственно. Функция #. удовлетворяет условиям 
&+ (0) =0, 2. (0) =0и 

18+ (5) 1<49 УьЕЕ, (2, г), |151 <р, (2) 
причем ӯ + О при р>0. 

2) Многообразие М, (2,7) локально инвариантно относительно {5,}, 
т.е при чо ЄМ, (2,7) Ят>0, такое, что 5, ш Є М, (2,ғ) УгЕ [0, т], 
и если ши ЄМ, (2,ғ) и 5,иЄ0,(2) Ҹ:Є [0, т], то 5: ио ЄМ, (2, г) 
Уге [0, т]. 

3) Оператор И_ (и) =и-2--#. (П, (и 2)), определенный в О,(2). 
обладаст следующим свойством: существует во > 0, такое, что если $; цо Є 
Є 0,(2), К = 0, 1,...,/, то 


ВИ (55 (ио) < @- є) КИ (ио) і (к= 0, 1,..., 1). (3) 
(Здесь 1: 1 -– та же, что в (2.5) и (2.3).) 


4) Оператор 5; обратим на М, (2,ғ) в малой окрестности точки 2, т.е, 
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найдутся такие числа в; > 0, єз > 0, є < д что если # ЄМ, (2,г) (10, (г), 
то найдется ио Е М. (1,г) ПО. , (2), такое, что $, ио ЕЙ. | 
Доказательство, Утверждения п. 1 следует из теоремы 2.1 с уче- 
том замены и=2 чи. В частности, (1) следует из (2.11), (2) – из (2.12), 
(2.13) и (2.14), причем 9-0, так как в силу (2.14) 12 (о) 1-0 при 
іо 1-0. Утверждение п. 2 следует из теоремы 2.3 и из совпадения {5, } и 
{52} в О,(2). Неравенство (3) получается из (2.38) индукцией по К, 
При этом следует учесть, что в (2.38), согласно замечанию 2.4, можно 
заменить 7 наг — во. Чтобы доказать п, 4, заметим, что уравнение 5, ио ЕЙ, 
где ио, КЄМ, (2, р), ио 22 +и;, И=2+й, т.е, Пи; =, (П, и, )и П л, = 
= 2. (П, л; ), эквивалентно уравнению (2.18), гдеи = П, и, й = П, А,. Урав- 
нение (2,18) разрешимо в силу теоремы о неявной функции, ив силу (2.26) 
П, и, Ё мало при малых П, А, ав силу (2) №№, | мала при малой 
бл, (, и, следовательно, п. 4 доказан м 

Сформулируем теперь основную теорему раздела. 

Теорема 2. Пусть в окрестности стационарной точки 2 выполнены усло- 
вия теоремы 1. Пусть 5гио =и(г) 2 при г > +, Пусть г < 1, такое, как 
в тсореме |. Тогда существует такое Т> 0 и такая траектория й (1), 1 2 Т, 
лежащая при! > Т на М. (2, г) МУ (2), что 

и) 0) 1<С УТ | (4) 

Функция (7) называется спектральной асимптотикой 
для и(г). 

Замечание 1, Отметим, что траектория й(г) = 5,_т (Т) однознач- 
но определяется своим значением (Т) Є М, (2, ғ). В силу (1) (Т) ом- 
ределястся своей проскцией П, (Т) Є Е, (2, ғ). Поэтому траектории 
й (1) образуют №Мпараметрическое семейство, №= біт Е, (2, ғ), При умснь. 
шении г в (4), т.е. при повышении порядка аппроксимации, Піт Ё, (2, ғ), 
очевидно, растет. 

Замечание 2. Теорема 2 хорошо известна в линейном случае, Пусть 
и(1) — решение линейного уравнения 0,и= 4и, где оператор А имест 
полную ортогональную систему собственных векторов {е;,ј = 1, 2,...} с 
собственными значениями А; 2 0, Х, э +ое при] > +оо, Тогда, применяя 


метод Фурье, получим и(!) = Ў су ехр (—№,1) е;. Очевидно, для частич- 
ј =1 


М 
ной суммы этого ряда Фурье # (1) = Х су ехр(- луі) еу и и(ї) справед- 
} = 1 
лива оценка 
(1) — И(Г) 1 < Сехр(-- Ху. Г), 


что совпадает с (4), гдег = ехр(-А мз у). Роль М = М, (2,г) играст инва- 
риантное подлространство с базисом е}џ,...,е у. Таким образом, (4) яв- 
ляется обобшением на нелинейный случай аппроксимации Фурье. Порялок 
аппроксимзции, очевидно, в линейном случае определястся собственным 
числом Ам+1, этот порядок растет при росте размерности М = бит М, , как 
и в нелинейном случае, разобранном в замечании 1. Рост порядка аппрок- 
симации при діт №, > +оо определяется структурой спектра 4. 


153 


є 


Доказательство теоремы 2 основано на следуюшей лемме: 

Лемма 1. Пусть выполнены условия теоремы 2,гдеғг<1,иє> 0 дос- 
таточно мало. Пусть и(г) =5. ш ЕО. (2) УЕЕ [0, п], где пЕ М Тогда 
существует оо Є О,(2) ПМ, (2,г) (где р – то же, что в теореме 1, р> є), 
такое, что 5:00 = 0 (1), 


о) Є 0, (2) ПМ, (2, г) Уг Є (0, п}, П, о(п) = П, и(п), (5) 
причем УгЕ [0, п+ 1] выполнено неравенство 
(1) — (0 1<С И (и(0)) 1. (6) 


Доказательство. Положим для краткости 2 =0, М, (2,г) = М,. 
Сначала докажем оценку 


ИП, (м (©) о) < ТИ_(и(0))й @=0,1..... п), (1) 


где Ё. | — та же, что в (2,3) ив (3). Докажем сначала справедливость (7) 
в предположении, что существуют 


(к) ЕО, (2) ПМ, (&=0,1,...,п), $ (К) = 5+1), Поп) = Пи). (8) 
Для краткости обозначим п =и. (К), П-ь(&) =и_ (К), П. и(к) = 
= и, (К), П_и(к) =и_ (К). В силу (2.1), где Ё = 5; (2), 

и(к +1) – о(к+ 1) = 53 (2) (м(К) — (К) + В(и(К)) — ВОо(Ю)). (9) 
Отсюда, согласно (2.6) и (2.8), 

105.) 1, (и +1) ок +1) > 

э ЕИ, (и(А) – оку) 17101 е.) би (К) о (А) и. 

Поэтому, поскольку и (к) = По (к) +2, (По (к)), 

Ям. (к) и. (К) 1< (1 е) йи (+1) о (К+) 1+ 

+и(1 є.) [ м. (К) — и, (К) 1+ би (К) е. (0. (А). (10) 
Так как в силу (2) и определения И _ 

[и _ (К) — &+ (+ (К)) 1< іо (К) -- (и. (К) 1+1. (и. (0) =. (0. (К) 15 

< И (и) і+а 0и, (К) 0, (К) 1, (11) 
то из (10) следует 

йи. (К) — и. (к) < (1-е )г 1ч, (+ о, (+1) + 

+р(1 є.) г 1 (1+4) 1и, (К) — и, (К) жр фе.) г И (и(к)) 1, 

В силу оценки (3) отсюда получаем при џ, малом по сравнению с є}: 
іш, (К) в. (к) 1 < би, +1 о (1) ЕЕ Сис – в) ПИ. и 0) 1. 
(12) 


Это неравенство имеет вид | 

1 <р, +рі т (1= 0, 1,...,м – 1), (13) 
где ёр = йи, (п 1) 0, (0-0) 1, р=г’, р = (7-60), = 
= Си (т –єо) "У (и(0)) 1. Так как и, (п) =0, (п), то Ёо =0, и из 
(13) следует (см. лемму 1Х.2.4) оценка | 

Е < орі +п(рі- р) (р – ра)‘ (@=0,1,...,п), (14) 
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т.е. 
1и. (п- 0 о, п - 11 СИС - в)" ШИ (и(0)) ИС =! 
—@- 60) -@- 60) 71) < С.и" НИ (и (0)) І. 


Отсюда следует (7), если /1 мало, (Напомним, что и мало, если окрестность 
О›(2) достаточно мала.) 


Применим теперь к (9) П_. Так как 1П_ 5; П_1<7(1-е_), то, 
используя (2.8) и (3), получаем 
и (К +1) о (к +1) 1<га е) и (А) о (к) 1+ 
+р( ћи (К) о (к) 1+ 1и, (К) -ь. (К) «(ге + р) и (К) о (К) 
+и7* ТИ_ (и(0)) 1. 


Это неравенство имеет вид (13), где &; = їи_ (Г) —и_ (Г) {, р =7-гЕ_+И, 
ра ЕТ, ПИ ДИ (и(0)) 1. Из (14) выводим при малых и: 


Ви (К) о (к) 1< (7 – ви. (0) -ь.. (0) 1+ С, ии ТИ_ (м (0)) 1. (15) 


Так как и_ (0) Е М,, то о_ (0) = ғ. (0. (0)) и |и_ (0) -.ъ_(0)| < 
< [и (0) - 2. (и. (0) + Пе. (0. (0) — 2. (0+ (0))1 < ШИ (и (0))1 + 
+а!и + (0) – и, (0) |. 

Воспользовавшись (7), где К = 0, получаем, что |и_ (0) — о. (0)| < 
«С. НИ (и(0)) 1, и из формулы (15) вытекает оценка 


Ны_ (К) - о (©! < Сз И (м (0) І. | (16) 


Из (7) и (16) следует (6) ири целых г <и. 

Получили оценку (6) в предположении, что и(0), и(1),..., тем, П 
п О, (2), удовлетворяющие (8), существуют. Докажем теперь индукцией 
по К, к=п, ..., 0, что если и() ЕО. (2) УЕЕ (0, п], где є достаточно 
мало, то такие (К), К = п, ...,0, удовлетворяющие (8), существуют. 
Действительно, пусть 6 > 0 достаточно мало. Положим и(п) = Ни@) + 
+#.(П.и(п)). Очевидно, ут ЄМ, , п) < (1 + а) а(н < (1+4) 56, 
если є мало (напомним, что 2 = 0). Предположим, чго построены и(7) Е 
ЄМ, ПО; (2) (= п, ..., К). Воспользовавшись п. 4 теоремы 1, получа- 
ем, что уравнение $1ь = и(К) имеет решение о Е М, П О., (2), є, <р, 
если 6 достаточно мало. Положим у(К — 1) = о. Заметим, что так как 
о(К —1),...,и(п)Е М. ПО, (2), то, как доказано выше, можно применить 
оценку (6) для значений [=К—1,...,п. Из (6) получаем 


Но(к —- 1) -и(к- ТИ < СИТИ и - ПЕ < 
< С Пик - 1) 1 +18, (Пуи(К — 1) | < С, Пико |< Се, 
ЦК — ПЕ < Се+|и(- 11 (С, + Пе. 
Поэтому при малом є %(К – 1) Є О, (2). следовательно, и(К - ЕМ, п 
б О; (2), и шаг индукции завершен. Таким образом, неравенство (6) 


доказано при всех целых Ё Е [0, п], если є достаточно мало. 
Заметим теперь, что справедлива оценка 


50и 59001 < С, {и - 01  УноЕО, (2), УӨЄ (0, 1]. (17) 
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Деиствительно, в силу условий теоремы 2.3 операторы В;:и = 5; и – 5,(2)и 
удовлетворяют условию Липшица в О (2) равномерно по ЕЕ [0, 1], а опе- 
раторы 5 „(г равномерно ограничены. при г Е [0, 1] в силу п. 1 опреде- 
ления 1У.2.1, так как {5,(2)} почти устойчива. Следовательно, для 56 = 
= 50(2) + Во выполнено условие Липшица (17). Если = К+0Е [0,п+1}], 
К ~ целое, 0<0 < 1, то в силу (17) и (7) для целых А 


Пи) - (0 | < С, 1и@®) о < СИ (и (0)) | < 
< Сгк* И (и(0)) 1. 


Отсюда получаем (6) для всех гЄ [0,п+1] в 

Доказательство теоремы 2. Так как и(г) > 2 при г + +, 
то и(Р) находигся в О, (2) УЁ> Ть, где є - малое число. Возьмем после- 
довательность точек о, = П, “(То +п) + 2, (П, «(То +п) Є М, (2, ғ). Вос- 
пользовавшись леммой 1, где и(#} заменено на и(То + г), П, и(Т + п) = 
= П, о(л), выводим, что найдется последовательность траекторий о, (1), 
{Е |0, п], удовлетворяющих оценке 


Ни(То+ д о, (И < СУШИ Ци (То) | УгЄ [0, п]. (18) 


В частности, [им (1) < СПИ («(7)) 1 < 012, Үп, УЕ [0, п], если є 
мало. Для ограниченной последовательности { П, о, (0)} , лежащей в ко- 
нечномерном подпространстве Ё., можно выбрать подиоследовательност» 
целых чисел К и векторов о, к (0) так, что и. х (0) сходятсяко,„ в Ё,. 
Положим ум = 0.» + 2. (0). Так как ғ, непрерывна, то их = и. к(0) + 
+2. (и+ (0)) +0. +84 (0, о) = о при К — оо, 

Заметим, что если и(Г) = 5,0(0) Є Оу (2) УЕ [0, Т] и если 
[0(0) ~ м(0)1<С7 Т- 1р/2, где С, — та же, что в (17), то 

(г) = 5, м(0) О, (2) УгЄ [0,7], (19) 


По) (д) < С (0) — м(0) | УЕЕ [0,7]. (19) 


Действительно, в силу (17) | №(т +0) – 21 < (т +0) - от +0) + 
+ [от +0) - 21 < С |1 №(т) — о(т) Н + 0/2, если 0 <0<1, и(т)ЕО,. Взяв 
целое М < Т + 1, положив №0 = Ги учитывая произвольность 6 Є [0. 1], 
получаем отсюда (19) за № шагов при помощи (17). Итерируя М раз (17). 
получаем (19'). 

Зафиксируем Т > 0, положим 0(0) = 0, (0), А> Т; очевидно, 200) Є0,ү2 
при г Е [0, Т}. Положим м(0) = у, так как [о — ик (0) 1 5 0 (А в 
то при больших К выполнено (19’). Поэтому ик (г) » м№(1) равномерно 
по гЄ (0, Г] при А - +, Переходя к пределу поп = А -+ +°°в (18) на от- 
резке [0, Г] и учитывая, что Т произвольно велико, получаем, что Үг 2 0 


Ни(То + 7) – 510. (0) | < Си. (м (То) |. 


Положив И (Т, + г) = 5,0. (0), выводим отсюда (4), так как й (г) » 2, то 
и (1) ЄЛХ(2), и теорема ^2 доказана м 

Замечание 3. Теорема 2 применима как в случае, когда 2 устой- 
чивая, так и в случае, когда точка 2 неустойчивая. Если точка 2 устойчивая, 
то спектральная асимитотика заведомо существуют для любой траектории 
и(1) = 5;ио, где ио принадлежит малой окрестности О точки 2. Если же 2 
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неустойчива и Из Є О, то 5; ис > 2 лишь для подмножества МУ (2) г, () 
окрестности О. 

Приведем теперь примеры приложений теоремы 2 к уравнениям, рас- 
сматриваемым ниже в гл. УП. 

Рассмотрим систему параболических уравнений типа реакции-диффузии 
(11.3.1), (УП.3.2), и пусть 2 — стационарное решение этой системы, 
т.е. решение (У11.3.18), (УП.3.2). 

Теорема 3. Пусть и(Г) – решение (УП.З.Г), (У1.3.2), и@ > 2 в 
(Н'($2))”" = Е при г +, Пусть г < 1 таково, что спектр оператора 5; (2) 
не пересекается с окружностью |$| = г. (Полугруппа {5,(2)} порождает- 
ся уравнением (УП.3.17), где и(р) =2,й = 0.) Тогда найдется Т > 0 и траек- 
тория и(1) Є М. (2, г), такие, что при Е > Т справедливо неравенство (4), 
где норма ||-| берется в Е = (Н'(Я))”", те. и(г) обладает спектральной 


асимптотикой и (г). 

Доказательство. Утверждение теоремы 3 следует из теоремы 2, 
вынолнение условий которой проверено в теореме УП.З3.3 м 

Отметим, что в рассмотренном в теореме 3 случае, так как $} (2) ком- 
пактен, существует носледовательность т, -> 0 и, следовательно, иместся 
спектральная асимптотика на Му (2, 7;) любого порядка аппроксимации. 
При этом біт М, (2,7) > =. 

Рассмотрим теперь гиперболическое уравненис с диссипацией (11.4.1). 

Теорема 4. Пусть у(г) = (и(2), р(г)), г 2 0, – решение системы (УН.4.1). 
Пусть у(г) э (2, 0) в Е = НЕХ І,(9) при 1 > +оо, где2 Є Ні(9) –– решение 
уравнения Аг - 1 (2) = 8, иіс = 0. Пусть г <1, т>е-7!? и |= 


‚не принадлежит спектру оператора 5 (2). (Полугруппа {5' ‚ (2) порождает- 
ся уравнением (УП.4.5), где ћ; = 0, и (г) = 2.) 


Тогда существуют Т > 0 и траектория у(1) Є М, ((2, 0), г}, такая, что 
при { > Т выполнена оценка 


Пу (0) - У (1 < Си". | (20) 


Доказательство. Утверждение теоремы 4 следует из теоремы 2, 
а выполнение условий теоремы 2 проверяется в теореме УП.4.2 м 

Отметим, что в случае гинерболического уравнения даже за счет произ- 
вольного увеличения конечной размерности дип М, ((2, 0), г) нельзя сде- 
лать число ғ в (20) сколь угодно малым: г>е-`7/? (так же обстоит дело 
и в линейном случае). 

Рассмотрим двумерную систему Навье--Стокса (УП.5.1). Пусть2 ЕН, ~ 
ее стационарное решение. 

Теорема 5. Пусть и(Г), [> 0, — решение (УН.5.Г), и 5 2 в Н, при г > 
э +5. Пусть ғ < 1 таково. что окружность || = г не пересекается 
со спектром оператора $; (2). (Полугруппа {5,(2)} порождается уривнс- 
нием (ҰІЇ.5 7), где и = 2, ћ = 0.) Тогда существует спектральная асимпто- 


тика Н(Р), ПОЕМ. (2, ғ) при [> Ти выполнена оценка (4), гдс норма 
берется в Н,. 

Доказательство. Утверждение теоремы 5 следует из теоремы 2, 
а условия теоремы 2 проверяются в теореме “11.5.2 № 

Отметим, что в теореме 5 можно взять последоватсльность г, -* 0, т.е. для 
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решения системы Навье--Стокса существует спектральная асимптотика 
со сколь угодно высокой степенью аппроксимации. 

Замечание 4. Утверждение, аналогичное теореме 5, справедливо 
для классических решений трехмерной системы Навье—Стокса (см. теоре- 
му УП.7.3). 

Замечание 5. Инвариантные многообразия применялись для изуче- 


ния поведения решений уравнений и = Аи при больших { в окрестности 
периодических решений и в других задачах нелинейной механики (см. Бо- 
голюбов [1], Боголюбов и Митропольский [1], Митропольский и Лыко- 
ва [1]). Связь траекторий, лежащих на многообразии М, (2, 1 – є), и траек- 
торий конечномерной системы обыкновенных дифференциальных урав- 


нений вблизи стационарной точки 2 изучалась в работе Плисса [2] в связи 
с задачами устойчивости. 


5. ТЕОРЕМЫ О ЛИНЕАРИЗАЦИИ 


Теоремы об инвариантных миогообразиях показывают, что при соот- 
ветствующих предположениях действие отображения 5 в окрестности 
неподвижной точки во многом схоже с действием линейного оператора -- 
дифференциала 5 в этой точке. Более детальную информацию о действии 
отображения в окрестности неподвижной точки дают теоремы о линеари- 
зации, восходящие к теореме Пуанкаре (см. ниже теорему 4, подробности 
и доказательства — в книге Арнольда [1]). 

Наиболее просто формулируемая теорема о линеаризации – это теорема 
Хартмана—Гробмана о непрерывной линеаризации. Приведем ее форму- 
лировку. 

Теорема 1. Пусть Е = К", 5и = Ги + В(и), где 1: Е, э Е,, 1: Е_-3Е_, 
Е. ПЕ_ = 0, Е= Е, +Е_, Е, и Е – линейные подпространства, АЕТ < 
< 1, Ш < 1, В, =В в, 2 = Ы]в_ при соответствующем выборе 
нормы на Е, и Е_ (такая норма существует, если отсутствуют собсгвен- 
ные числа $; матрицы 1, с 1$;1 = 1; см. (У.2.5), (1У.2.6)). Пусть В непре- 
рывно дифференцируем в окрестности нуля, В(0) = 0 и дифференциал РВ 
оператора В в нуле равен нулю: ОВ(0)-=О0 (т.е. 05(0) = 1). Тогда сущест- 
вует такой непрерывный гомеоморфизм & окрестности О нуля на окрест- 
ность О,, что 


5и = ёоро& и Уи СО. (1) 


Аналогичная теорема верна и для группы {5,1 Е В} дифференцируемых 
операторов, порождаемой в окрестности нуля системой обыкновенных 
дифференциальных уравнений (см. Харгман |1]). 

Теорсма 1 показывает, что после непрерывной замены неременных 
и = &и отображение м > 5и в координатах о превращается в линейное. 

Замечание 1. Имеются примеры, показывающие, что в общем 
случае отображения & и ё“! недифференцируемы (см. Хартман [1]). 
Дополнительную гладкость & можно гарантировать, накладывая дополни- 
тельные условия на 5. 


Приведем теорему о С'.линеаризации из работы Мора и Сола-Морале- 
са [1]. 
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Мото. ~ же М0, 

` Теорема 2. Пусть 5: Е э Е, Е — банахово пространство, $ = І + В, 5$ – 
класса С', І — линейный обратимый оператор, В (0) = 0, РВ(0) = 0. Пусть 
при некотором п>0 | Р(х) – Іх И > 0 при 1х1 Ом ПЕ. 
‚НЕТ Т < 1. Тогда существует диффеоморфизм О класса С? окрест- 
ности О нуля в Е на окрестность нуля О,, такой, что О5 = ГО (0 связан 
сё в (1) равенством О = &`') При этом 50 С О. Такое отображение 
единственно в следующем смысле: если О’ – другая окрестность, а О’ ~ 
другой оператор. для которого справедливо (1) в О', то О = О в любом 
шаре с центром в О, содержащемся в ОПО". 

В качестве приложения этой теоремы приведем теорему о глобальной 
линеаризации ‚полугруппы, соответствующей гиперболическому уравне- 
нию с диссипацией вида (1.8.1): 


дли +27д; и = Ди – (х,и), изв =0 (у> 0). (2) 
Предполагается, что / удовлетворяет условиям (1.8.2), (1.8.3), (1.8.4), 
(УН.4.2) и, кроме того, условиям 

Ј60)=0, а, (х,и) 2с > 0 УшЕВ, УхЕЯ. (3) 
Уравнению (2) сопоставляется эквивалентная ему система 

д,и + уи =р, < (4) 


д; р = —7р + ү?и — Ди – (х,и), ива = 0. 


"Пусть 5,: (и (0), р(0)) > ((2), р(2)) порождаются системой (4). 
Теорема 3. Если у > 0 достаточно мало, то существует такой диффео- 


морфизм & пространства Е = Но Х Н на Е, что операторы $,, соответствую- 
щие (4), имеют вид 


5,у= о1о 67у УуЕР, (5) 


где {1,,} — полугруппа, порождаемая линейной системой 


д,и+уи =р, (6) 

= „,2 = 

д.р + тр = үи - Ди – Рх, 0)и, изо = 0. 

Доказательство. Справедливость представления (5) в окрест- 
ности .нуля доказывается примерно так же, как в работе Мора и Сола-Мо- 
ралеса |1]. При этом воспользуемся следующим факлом. Существует 
закая окрестность нуля О’, что 5,0 С О’ Уг 0. Отметим, что О’ можно 


взять внутри О, где О — та же, что в формулировке теоремы. Окрест- 
ность О’ определяется так: 


О = { уЄЕ: Ф(и,р - уи) < є), 


где функционал Ф(и, д,и) — тот же, что в (1.8.15). Так же, как в разд. 1.8, 


и 
получаем, учитывая, что в (1.8.15) 2 = Ои ч: и/ (и) > Г Раба = иНи) – 
0 


— Г шу) ди, неравенство д, Ф(0(/)) < –6Ф(0(7)), 0(г) = (и(2), д,и(0)). 
0 


Поэтому функция Ф(0+7)) строго убывает и, следовательно, 5,0' С О' 
У! > 0. Положив О' = [710$,, г> 0 (05, = 20), видим, что О’ удовлет- 
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воряет тому же уравнению, что и О (где5=5,, Ё= 1): О'5 = 1,0'. Дейст- 
вӯтельно, 


05; =1-'05,5, = 1:105, 5, = І_,1, 05, = 1.0. 


Указанные выкладки справедливы на тех и, для которых $,и С О’. Поз- 
тому равенство О’5 = [О’ справедливо на О’, так как 5,0'СО'С О. В силу 


утверждения о единственности в теореме 2 О’=О в малом шаре О" 
с =2нтром в нуле, лежащем в О, и, следовательно, 05,и = 1,Ои (О не за- 
висит отг) У! > О прии Є0". Положив & = 0, получим, что в окрест: 
яхти {и: Ф(и,р ~ уи) < є} = 0" ‚где є; мало, справедлива формула (1). 
Глобальное продолжение ё и ё! на все Е осуществляется по формулам 
&()= іт 518/0, & 1()= іт [17 5,0). (7) 
#— +оо {> + 
Заметим, поскольку |Ё,! -— 0 при 7 > + и Ф(0(2)) <е-°'Ф(%(0)), 
то при |00 <А 5,060" иі, оЄ0"'приг> Т, Т = Т(К). Поэтому выра- 
жения под знаком предела в форму; е (7) в силу (1) не зависят от ѓ при 
1 > Т. Отсюда следует существование пределов (7). Гладкость & и &` ! 
ва Ғ вытекает из гладкости & и ё! на О"' и из гладкости $5, нпри0<г «Ти 
Тгорема 3 показывает, что замена переменных (и, р) = 2’, р’) перево- 
дит решения нелинейной системы (4) в решения линейной системы (6). 
Лаже в конечномерном случае ЕЁ = В” гладкости & класса С? и выше 
в большинстве случаев трудно ожилать. Это связано со следующими сооб- 
режениями. „Воли & и5 - п раз пифференцируемые операторы и &'(0) = /, то 


$=Ё+ У 5;+ Ку, п, @ 21+ х &; +В. над, (8) 
]1=2 1=2 


где 5; и &; — Глинейные операторы, |; „+: (и) ШЧ" >00 (= 1, 2) при 
[и { — 0. Так как в силу (1) 5 и & связаны уравнением 5& = & РЁ, то, под- 
ставляя сюда (8), получаем рекуррентные уравнения вида 


18, -&1=0,, | (9) 
гле О; явно выражается через &;_,,..., ё, иА,..., у (ср. (3.16)). 
Прелположим, что оператор Г. обладает собственным базисом и,,..., Ию 
с собственными значениями (,,...,$т. Обозначив через е 7 и 
.... 


И 04 (1 <А<т, 1і<іӧ<т, 1&1< 08 коэффициенты /-линейных 


операторов &;и 0;, ёз: (В” )/ э в”, О; (К )/ > В”, записанных 
в зтом базисе, выводим из (9) уравнение 


т. — К _ „А 
Сат б, ... б) ер. аа. (10) 
Очевидно, что при О, находящемся в общем положении, для разреши- 
мости (10) требуется, чтобы для любого набора К, ї,,...,ў 


ер ЕТТ при 2<ј<по +1. (11) 


Усзсзие (11) называется условием отсутствия резонансов до порядка по. 
Уже в случае гладкости С? (по = 2) условие (11) накладывает нетри- 

виальзые ограничения на спектр оператора Ё. 
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Отметим вместе с тем, что для существования линеаризующей заме- 
ны & класса С! отсутствия резонансов до порядка [ недостаточно. (Доста- 
точные условия даются в теореме Стернберга, изложенной в книге Харт- 
мана [1].) 

В случае, когда 5 — аналитическое отображение и отыскивается анали- 
тическое линеаризующее отображение &, справедлива теорема Пуан- 
каре. 

Теорема 4. /7усть 5 аналитично в окрестности нуля в К", 5(0) = 0 и усло- 
вие (11) выполнено для всех } (т.е. п = ®в (11)). Пусть, кроме того, 
либо для всех і |$;| < 1, либо для всех і |{ 12 1. Тогда существует ана- 
литическое в окрестности нуля в В” отображение &, такое, что справедли- 
ва формула (1). 

При увеличении размерности т пространства К! количество точек 
спектра возрастает и условие нерезонансности спектра становится все 
более ограничительным. В случае, когда Ё бесконечномерно, спектр Ё 
может быть непрерывен, и даже в случае дискретного спектра условие 
нерезонансности при наличии счетного числа собственных значений чрез- 
вычайно ограничительно. Более того, даже при отсутствии резонансов 
разностьв (10) может оказаться сколь угодно малой. 

В статье Николенко [1] указаны примеры дифференциальных уравне- 
ний д; и = Аи, для которых соответствующие им полугруппы($5, } допуска- 
ют аналитическую линеаризацию в окрестности стационарной точки. Отме- 
тим, что условия нерезонансности и условия типа Зигеля, нужные для 
разрешимости уравнений вида (9) и сходимости соответствующих рядов, 
влекут за собой сильные ограничения на структуру нелинейпостей и на 
спектр операзора А’ (0). 

Для полугруип {55 К=0,1,...}, порожденных действием на функции 
из С” (Т") ин” (В?) = П Н*(В”) нелинейного дифференциального опе- 
ратора 5, аналитическая линеаризация построена в работах Бабина [3, 4}. 

При этом, в отличие от теоремы Пуанкаре, не исключается существова- 
ние резонансов. Возможность линезризации объясняется тем, что ири на- 
личин резонанса обращается в нуль не только левая часть соответствующего 
уравнения вида (10), но и его правая часть. Важно отметить, что хотя 
требование обращения в ноль для резонансных членов правой части (10) 
кажется на первый взгляд весьма ограничительным, тем не менее оно 
выполнено для широких классов нелинейных дифференциальных опера- 
торов. Приведем соответствующие примеры. 

Рассмотрим на торе Т” = В”/(217)" (или на В”) нелинейный диффс- 
реициальный оператор 5 порядка 2к: 


би =а(9 и), | (12) 


где д (2) — совокупность всех частных производных и порядкз от О до 
2к, а — аналитическая в окрестности нуля функция своих аргументов, 
а(0) = 0. Через Г, обозначим линейный дифференциальный оператор -диф- 
ференциал 5 в нуле: 


= Х а,(0) д%, а, = да/д(д%и). (13) 
фа! < 2к 


Предполагается, что С эллиптичен и образим и, кроме того, существует 
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сектор {А: оз < агр А < оу) в комплексной плоскости, такой, что поли- 


ном | > па,(0) СЕ)“ не принимает при # Є В” значений в этом секторе. 
а |“ 2к 


Обозначим через Е вещественное банахово пространство Соболева 
и, (Т”) (или И(К")), 1 > п/р. Очевидно, Е СС(Т") (или Е С.С(В”)). 
Поточечное произведение функций в Ё обладает свойством, описывасмым 
в следующей лемме. 

Лемма 1. Найдутся числа Си О, зависящие лишь от Г, и Е, такие, что 


Кг Ки - Ки) 1: < СО"Ти 1 о 1. | (14) 


Подчеркнем, что эта лемма справедлива именно для функций на торе 
(илина К”). 

Теорсма 5. Пусть Ї 17! 1< 1 (норма оператораиз Е в Е), и пусть в (14) 
О < 1. Тогда существуют аналитические в некоторой окрестности нуля в Е 
оператор ё, &: О > Е, 600) = 0, &'(0) = 1, и обратный к нему оператор &", 
такие, что ни ІГ‘ (0) справедливо представление 5.6 виде (1). 

Замечание 2. Условия О < 1и 117! 1 < 1 не очень ограничительны. 
Действительно, если функцию а в (12) заменить на Ма, М > 1 - число, то 
1. заменится на МІ, 27) — на МІГ}, Г | -- на М Е [и константа 
О — наМ 0. Поэтому при достаточно большом М все условия теоремы 5 
выполнены для @ = Ма при любом виде аналитической функции а. 

В работе Бабина [3] получены: и глобальные теоремы о линеаризации 
дифференциальных операторов вида 


5и = — У 0,2 (Уи) + аоо(и), | (15) 
ії = 1 


где 2; (р) (1 = 1, ....„ п), асо(и\ — вещественно ‚аналитические функции 
‚своих аргументов, удовлетворяющие условиям 


п 
и х, а> Со1ЕР, аоо(и) 2 Со>0, С> 0, аџ= дару. 
›} 


Для оператора 5, определяемого формулой (15), справедлива оценка 
с некоторым 0; > 0: 


5и 1220,1 15 УнЕЕ=Ии,(Т”). (16) 


Теорема 6. Пусть оператор $, определяемый посредством (19), удов- 
летворяег всем условиям теоремы 5, и пусть, кроме того, в неравенстве 
(16) 0, > 1. Тогда существуют определенные ва Е и аналитические на Е 
операторы & и &"", такие, что справедлива формула (1). 

Следствие. Пусть (ер, і Є М} - полная в 1, (Т") ‚система собствен- 
ных функций оператора 1. с собственными значениями №. (Очевидно, е; 
имеют вид т (А -х) и с0$ (-х), КС 2") Тогда функционалы ћу. і Є №, 
определяемые формулами ћ, (и) = ( еј, &7и ), образуют полную на №! 
систему фун «ционалов. (Система {А / } полна, если выполнено ‘условие: 


при м; 5 № ЧЁ: Я; (и) Й; (м2) ) Эти функционалы обладают следующим 
свойством: 
һ(5и) = АА, (и). (17) 


Замечание 3. Теорему 6 можно рассматривать как теорему о приве- 


денин эллиптических операторов к простейшему виду. Действительно, 
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взяв в качестве координат # на и? (7") функционалы 9 = һи), опрелеляе- 
мые формулой (17), получаем, что действие оператора 5. записывается 
в виде 


5: &%№5, ВЕБ, ЈЄМ, 


_ что-является простейшей формой бесконечномерных отображений. 
Таким образом, теорема 6 является аналогом теоремы о полноте систе- 
мы собственных векторов линейных эллипгических операторов. 
Замечание 4. В работе Бабина [3] показано, что порождасмая на 
С° (Т"), оператором 5 (определяемом (15)) группа 15“, КЕ 2} продол- 
жается до группы нелинейных операторов {5', Е Є В}. При этом группа 
{ 51} подобна групие линейных операторов 


5и= &° 1° 671и УиЕС”(Т”). 
Там же получены следствия из существования такого представления. 


6. РЕГУЛЯРНЫЕ АТТРАКТОРЫ 


Пусть в банаховом: пространстве Ё действует полугруппа{5,} и ® — 
множество ее стационарных точек. Предполагается, что множество У 
конечно:. %={21,...,2м}, и что {5,} обладает (Е, Б) -аттрактором %. 
Кроме того, предполагается, что на % определена функция Ляпунова Ф, 
причем нумерация точек 2, Е %® такова, что 


Ф(2,)<%Ф(2,)<...<Ф(2у). (1) 
Обозначим 
, | 
9 о М"; 0 =ф. (2) 


Определение 1. (Е, Е) -аттрактор % называется, регулярным ат- 
тракто ром, если М" (21) М "(2;) = ф при +, 


# = 9 (3) 


и при ј= Т, 2,..., № выполнены следующие условия: 
1) %, компактно в Е. 
2) 5, @,= 0; УгР0, 
3) 9%, устойчиво относигельно {5,). 
4) ӘМ"®(2;) С 0, (здесь ФМ = [М]. \М). 
5) 5,9Мҹ(2)= ӘМ) Уг 0: 
6) йт @050(5,К, №; 1)=0 У компакта КС Ф, \2;. 


#-» + о 
7) Каждое множество №" (2;) являстся С!-многообразием конечной 
размерности му; это многообразие диффеоморфно К" и вложение М“ (2) С 
СЕ – гладкое класса С! в окрестности каждой точки и Є М" (2;): 
р ј 


біт М2) = л, М2) = Е". _ (4) 
Теорема 1. Пусть полугрулпа {5:} обладает следующими свойствам и: 
І) Операторы 8;и — класса С 1“ пои УЕ > 0, причем 15, < С в неко- 


торой окрестности Ҹ и константа С не зависит от г при 0 < Е < Г, а зави- 
сит лишь от ТГ. 


мычит, 


5) У; и непрерывна по (+, и) но В.Х Ж. 

1) Функция Ляпунова Ф непрерывна на Ў. 

4) Операторы 5; при каждом Е > 0 взаимно однозначны на Ў, и обрат- 
ные отображения 5; непрерывны на Ф. 

$) Операторы 5: (и) – дифференциалы Фреше операторов $, - в точках 
не % имеют нулевое ядро. 
| 4 Каждая точка 2) © % является гиперболической точкой полугруппы 

, }. 


Тогда Ў будет регулярным аттрактором, причем 
т М"(2,) = 19 2. (5) 


Доказательство. Для краткости проведем доказательство при 
Иредположении 


$(21)<Ф(22)<...<Ф(2м), (6) 


более ограничительном, чем (1). В предположении (1) теорема 1 доказана 
в работе Бабина и Вишика [6]. 

Отметим, что М" (21) М" (2;) = ф при {3}. Действительно, если и Є 
Є М"(2) У М"(2,), тої: и= 5;иуии= 5уиз, где и, лежит в малой окрест- 
ности 2, аи — в малой окрестности 2;. Так как 5; взаимно однозначны, 
то му = из. При2, #2; получаем противоречие. 

Положим #; = Ф (2;). Пусть числа ё, 2 ё; и#_ < настолько близки к 
{учто на отрезке [#_,#,] нет значений &, = Ф(2/) функции Ф при і # /. 
Рассмотрим множества Х, ={иЄ Ҹ :Ф(и) <&,},Х_ = {иЄ % :Ф(и) < 
% {_}. Множества Х_ и Х, инвариантны и компактны, и на них 5; в силу 
теоремы П.2.] имеет соответственно аттракторы Ж и #,, Ў _ С Ҹ.. 
И» теоремы Ш.2.1 и предложения Ш.1.2 получаем ‚ что 


0. =%, %- = 9,1, = Я_ 9 М" (2). (7. 


Из (7) индукцией по ј выводим (3). Пункты 1-3 определения 1 яв: 
ляются следствием соответствующих свойств 9, и формулы (7). Мно- 
жество М" (2;) = МН не пересекается с Ж _, так как Ў _ =, _,; в силу (7), 
М (2;) ПМ" (21) = фири < ји, следовательно, М" (2,;) (99; =$ 

Если О — открытая окрестность Ж _, то в силу (7) # \О = М"\О. Так 
как. — компакт, то %,\О — компакт, М"\О — компакт и [М"\О] = 
» МН\О. Так как М" — подмножество компакта % ,, то 

М) = (мо) о (М"по)] = |мМ\о] о [мп] с 

с мо] ъч [0]. 

Поэтому в силу замкнутости М"\О 
эм" = [мнАмис (моро [ори С [0]. (8 


Озсюда М" С [0] для любой окреслности О множества Ж _ и, следа 
ишельно, ЭМ" (2;) С [Ж] = %._, откуда сиедует выполнение условия. 
определения 1, 

Проверим условие 6. Если К — комлакт, К СЎ \2/, то 


шр Ф(х) < Ф(2)). (‹ 
хе К 
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Действительно, на%,_; Ф < Ф(2;_,) < Ф(2;). На М" (2;)\2; = М" 2, 
Ф < Ф(2;), так как при и Є М" существует отрицательная полутраех ::;- 
. рия и (1), г <0, (0) = и, ав силу определения и непрерывности функции 
Ляпунова Ф (и ({)) 1 Ф(2;) при: >-®иФ(и(!)) < Ф(2;). Таким образом, 
на А Ф < Ф(2;), и в силу компактности К и непрерывности Ф справедим- 
во (9). Из неравенства (9) следует, что АС {иЄ #1: Ф(и) <Ф(2;) - є} = 
= Х_ при достаточно малом є > 0, и условие б выполнено, так как; _; яв: . 
ляется аттрактором полугруппы {5,} , суженной на Х _. 

Проверим выполнение условия 5 — строгую инвариантность дМ". Для 
этого докажем строгую инвариантность [М]. Если у Є [М], тоу = бт х,, 
х; Е М". Так как М" строго инвариайтно, то х; = 5,у;, у; Є М". Из пред- 
компактности М" следует, что у;, > Уо, Уо Є [М*] для некоторой после: 
довательности {1„}. В силу непрерывности 5, 5.уо = у. Так как у – 
произвольная точка [М" (2;)], отсюда следует включение {М"(2;) |} С 
С 5, [М" (2;)]. Докажем обратное включение. Пусть у = іт х;, х; Є М". 
Тогда в силу непрерывности 5, 5;у = Пт5\х;. Так как 5,х; Є МН, то 
5,у Є [М"), откуда 5, [М"(2;)] С [М"(2;)], и из ранее доказанного 
обратного включения вытекает. равенство 5; |М" | = [М]. Так как 5," = 
= М“, то 5; [МН] АМ" = [М"] М", ип. 5 определения | доказан. 

Перейдем к доказательству выполнения п. 7 определения 1. Прежде 
всего заметим, что для любой достаточно малой окрестности о, точки 
2; = 2 существует такая окрестность о; С оз точки 2, что 


МН (2) бо, = МН(а, о) Оо}. (10) 


Действительно, как показано выше, Ф(и) < Ф(2) — є на М" (2)\ 22, где 
Е > 0. В силу непрерывности Ф на %, если «о; достаточно мала, | Ф(и) — 
— Ф(2) |< є/2 прииЕе М"(2) П с. Пусть теперь и, Є МН (2) О о и 
и(г) -- отрицательная полутраектория, и (0) = и, и(ї) +2 при / > --оо. 
Очевидно, что Ф( 2) > Ф(и(1)) > Ф(ио) при г < 0. Поэтому {и(1), г Є 
ЄК) {М*(2)\ о) = фи, следовательно, и(1) Е М! (2) По. уг < 0. 
Поэтому ш Є М" (2, о) и М" (2) П ор С М (2, о). Из этого вклю- 
чения и из очевидного включения М" (2, о) С М“ (2) следует (10). 

Из предложений 3.1 и 3.2 вытекаст, что при достаточно малой оз 


МН(2, о) Поз = М, (2) Поз, (11) 
где М, (2) — многообразие, построенное в теореме 3.1. Из соотношений 
(10) и (11) получаем 

М" (2) Поз = М, (2) Поз, | (12) 
если окрестность оз точки 2 достаточно мала. Взяв оз = { и: [и ~ г || < 


< 5}, заключаем в силу теоремы 3.1, что М" (2) П оз — гладкое клас- 
са С!*“% многообразие. Справедлива формула 


Мч(2) = У , (50м (2) оз, КЕЙ, }. (13) 


Так как, согласно условию 4, 5, осуществляют гомсоморфизм М" (2) 
на МН (2), то в силу формулы (13) малая окрестность 52 каждой точки и Є 
Є М"(2) совпадает с образом некозорой окрестности О, = 5, (9) С 
С мн (2) п оз. 


ъ 


Заметим теперь, что в силу условия 5 теоремы 1 5х осуществляет не 
только непрерывный гомеоморфизм 5, на ©, но и диффеоморфизм клас- 
ба С! *9. 

Действительно, пусть ио + ЕФ — плоскость, касательная к М“ (2) в 
точке ио Е «оз, Е} = 5, ЕФ, и; = $ ио. В силу условия 5 оператор 5,, су- 
женный на конечномерное подпространство Е, осуществляет линейный 
изоморфизм линейных пространств Е? и Е+. Обозначим через По и П, 
проекторы на Е® + шо и Е} соответственно. Так как М" касается 
но + Е, то По осуществляет диффеоморфизм М" и ио + Е в окрестно- 
сти точки ио. Обозначим через По’ обратное отобрзэжение и рассмотрим 
отображение С: Е? >Е+, 


Сф) =П (5, 5" (мо +0) – бкио) 


Это отображение класса С!*%, а его дифференциал в точке о = 0 совпа: 


дает с 5, суженным на ©, и поэтому он обратим. Следовательно, С — 
диффеоморфизм в окрестности нуля. Легко видеть, что отображение 
И: и: +Е1 5, (МН), заданное в окрестности нуля формулой 


һи, +) = 5% По" (С: (м+ио)), иЕЕ,, 


определяет М" (2) в окрестности точки и; в виде графика функции Л, = 
ь (1. П) (чи, ) класса С**“, определенной вблизи и; на плоскости и, + 
+Ё., со значениями в (/ – П,)Е . Таким образом, М"(2,) - С!*%- 
многообразие размерности п; = Піт Ё, (2;) = іпі2; и М" (2;) класса 1+4 
вкладывается в Ё в окрестности каждой точки и, Е М" (2,;). 

Докажем теперь, что М" = М" (2), 2 = 2;, диффеоморфно В”, п = іпі 2. 
Для этого воспользуемся следующим фактом дифференциальной гсо- 
метрии (см. Хирш [1]): если многообразие М таково, что М = ЧО М;, 

}=0 
М, СМ; и М; Ҹу Є 2, диффеоморфно В”, то М диффеоморфно Е". 
Положим 


Мо = М2) п (и: 1и-21<р}, | (14 


где ||. | — та же норма, что в (2.15'). Положим М; = 5/Мо. Согласно (13), 
М" (2) = ОМ;. Заметим, что в силу (13) и произвольности малого рв (3.3) 
№ = М,, где М. определено (3.3). Согласно теореме 3.1, М, С $М,, от. 
куда 5,1, С 5;+1 М, и, следовательно, М; С М;+т. Локажем, что М; диф 
фсоморфно В”. Действительно, Мо = М, диффеоморфно шару {| и, Ц < 
«< р} в К" в силу (3.3), а так как этот шар диффеоморфен В”, то Мо диф. 
фсоморфно К”. Как доказано выше, $; осуществляет диффеоморфизм Ме 
н 5/Мо = Му; следовательно, М; диффсоморфно К", Таким образом, вс 
условия на М; выполнены и М(2) = ОМ; диффеоморфно В”, п = #42; 

Замечание 1. Согласно определению 1 регулярный аттрактор сос 
тонт из конечного числа конечномерных многообразий М" (2;), гладки: 
в каждой своей точке. Однако включить множество [/М" (2;)] вмест 
с границей в конечномерное гладкое многообразие, вообще говоря, не 
возможно. Соответствующий пример построен в работе Мора и Сола 
Моралеса [1]. 

Замечание 2. Многообразия М" (2;) и М_ (2 ;) локально иивзриант 


Ф 


ны. Поэтому, если их пересечениё не пусто при і + /, то оно содержит ин: 
вариантную кривую, т.е. М" (2;) ПМ. (2;) имеют по крайней мере сли- 
ничную размерность. Поэтому ясно, что условие Смейла [2], состоящее 
в том, что М" (2;) ПМ.. (2;) = Ф, если іпб 2; — 1142; < 1, является усло- 
вием общего положения. (В случае параболических уравнений вида 
(1.3.15), где т = 1, п = 1, это условие всегда выполнено; см, Хейл [2].) 

Заметим, что если В — многообразие размерности К, Піт В = К, то в 
случае общего положения 05,8 ПМ. (2,} = фУЈ, если іпі2; > К. Если 


выполнено условие Смейла, 5,8 П М. (2;) = фу2; Є 9, іпі2; > ки 
Чип В = К, то | 


0151 (5,8, ,) > 0 при г э +оо, (15) 


где Ж. = Ч{ М" (2,), 2; Є 9, іпі2; <}, т.е. Ух является частичным ат- 
трактором, притягивающим К-мерные множества В, находящиеся в об- 
щем положении. 


Отметим, что в случае К = 0 (В — одна точка) (15) имеет место без 
условия Смейла в силу теоремы 11.2.2. 


`. 


7. РАВНОМЕРНАЯ СПЕКТРАЛЬНАЯ АСИМПТОТИКА 
ПРИ { ~» + ТРАЕКТОРИЙ ПОЛУГРУПП, 
ОБЛАДАЮЩИХ ФУНКЦИЕЙ ЛЯПУНОВА 


Пусть в банаховом пространстве Ё действует полугруипа {5,}. В этом 
разделе предполагается, что множество Ў = {2,,..., 2м} стационарных 
точек этой полугруппы конечно, операторы $, дифференцируемы шо и, 
и на Ё определена и непрерывна функция Ляпунова Ф. 

Любая траектория такой. полугрунны при Г -* +оо стремится к одной 
из стационарных точек (см. теорему 1.2.2), и(г) > 2,„ Є % при? ~» +оо, 
Согласно результатам разд. 4, эта тасктория обладает спектральной асими- 
тотикой, лежащей на М, (2,„, ’ш). Здесь мы исследуем вопрос о равно- 
мерной по начальным данным спектральной асимитотике, т.е. рассматри- 
ваются траектории и (і) = 5,и0, где из принадлежит некоторому ограни- 
ченному множеству В С Е. Для равномерной по ио Є В аппроксимации 


таких траекторий и(!) приходится использовать траектории и (7), лежа- 
щие не только на М, (2т, Гт}, но и на конечномерных многообразиях 
М. (2;, г), і = т. Вследствие конечномерности М, (2;, Г;) и конечности 


—ы„ 
числа точек 2 всевозможные траектории и (г) образуют конечнопарзмет- 
рическое семейство. 


Приведем некоторые определения и факты, необходимые ция даль- 
нейшего. 

Лемма 1. Пусть $,и непрсрывна по и при любом ї > 0. Пусть множе- 

ство Ч <&,ио предкомпактно при любом ио Є Е, Тогда для любого ком- 
> 


пакта К С {и: Ф(и) < {} и для любого є > 0 найдется такое Т = Т(К, є), 
что для любого ио Є К существует такое # 2 0,1 «Т, что 9154 (и (1), М) < 
< є, гдеи(г) = 5,и, = {2 Є: (2) <Ё}. 
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Доказательство. Множество БЕ = {иЄ Е: Ф(и) <} инвариант- 
но, Так же, как в доказательстве теоремы И1.2.1 (с заменойт <0 нат 2 0), 
устанавливается, что У ио Є Е 9151 (5:ио, ФЕ) > 0 при Г -> +оо, Поэтому 
Ушо СК Ят > 0, такое, что 


0151(5,00, +) < 6/2. (1) 


Из непрерывности 5, следует, что если «о — достаточно малая окрест- 
ность точки ио, то 4151 (5; оо, 2 +) < є. Выбрав для каждой точки ио свое 
эмачение 7 и взяв покрытие К окрестностями ©2о;, выберем конечное под- 
покрытие, соответствующее точкам ио. Взяв Т = тахту, где т; — значе- 
ние т в неравенстве (1), соответствующее ио = ио;, получаем, что для ука- 
занного Т справедливо утверждение леммы м 

Замечание 1. Если 5;и непрерывны по (г, и) ЕВ, ХЕи {5,} об- 
ладаст (Е, Е) -аттрактором %, то для любого компакта А множество К, = 


= Ц 5, К предкомиактно. 
т20 


Действительно, если є сколь угодно мало, то К, С Кто О. (Ж), Ку = 


әв Ш 5,К. Множество Ку компактио, {— комнакт. Отсюда следует 
0<;<7 


Ү8 > 0, что существует конечное д-покрытие множества Ку, т.е. Ку; — 
продкомпакт. 

Замечание 2. В случае, когда { 5, } обладает устойчивым атррак- 
вором @, из устойчивости 9 и из очевидного включения # С 9 следует, 
мо {4151 (5,А, 30) < 5 при Е Т, Т = Т(є), 5 = 5 (є) ->0 приЕ-0 (Е из (1)). 

Напомним, что как показано в гл. Ш, при непрерывности 5,0 по и 
и по 2 при наличиии непрерывной функции Ляпунова и конечности мно- 
жества % имеет место формула 


{= М" (2) 9... 9 МН (ам). (2) 


Если выполнены условия теоремы 4.1, где 2 =2; Е $, г = г,, положим 


М*(2ьп)= 0: 0=8,и, 120, иЕМ. (24,г)}, (3) 


где М. (2;, 7!) определяется формулой (4.1). 

Замечание 3. Если г, = 1, то М"(21, №) = М" (2). Это следует из (1.1) 
и предложений 3.1 и 3.2. 

В этом разделе будет показано, что асимптотическое поведение и (г) = 


в у мо При 2 ә +оо описывается кусочно непрерывной кривой 0 (1), состав- 
ленной из кусков непрерывных траекторий {5,}, лежащих на М‘ (2, 7;). 


При этом отклонение ||5,ио ~ 2 (1) || равномерно по мо Є К экспоненциаль- 
но убывает по г при ѓ э + оо, 


Определение 1. Пусть 2;,..., 2р Е Ж, числа 7,,... , гу таковы, что 
спектр оператора 5; (21) не пересекается с окружностью { {: |41 =} (= 
"1,...,^№), и пусть М. (21, Р) - конечномерные локально инвариантные 


многообразия, определяемые в окрестностях О, (2;), где р достаточно 
мило, формулой (4.1). Конечномерной составной траекто- 


рней (к.с. т.) называется функция ий (1), г Є [0, +о[, со значениями 
в А, обладающая следующими свойствами: 


1) Существуют такие моменты 0 = 10 < 10 <...<10 <, =+%. 
что й (г) непрерывна на полуинтервалах [г0,10,,[ У. 

2) Значения й (и + 0) в точках разрыва Я (/= 1,...,т) лежат в ок- 
рестностях Ор(2), 21=2КУ (/=1,...,т). 

3) (0?) = 0(? +0) є М.(2!, ғ!) (ў = 1,... ‚т), и (1) = 5,1000) 


о ‚0 } _ 
УЕ [2 Гад Г, тт. 


Отметим, что, согласно (3),й()ЕМ*(2/,г/) УЕ (2? , г, [. 


Замечание 4. Каждая трасктория {и (г), > 0}, лежащая на М 2,, г), 
однозначно определяется своим значением и (0) при ѓ = 0, лежащим на мно- 
жестве М. (:;, гг), определяемом (4.1). Поэтому траектории, лежащие 
на /М"(2у, п), образуют м;-параметрическое семейство, где н; = 
= діт (Е, (2;, ;)) . 


Если Ф(2;) = Ф(2;) при? 7] @,]=1,...,М) иточки 2, занумерованы 
так, что Ф(2;} > Ф(2;) при {>} то можно взять 
т=т(и)=М-1 = М№-і+1, (4) 


причем, если составная траектория не имеет куска на М'(2;, г;) , то пола- 
гаем н = (0 
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Наложим на {5, } следующее`требование: 
Нм (25) — (1, ) |е Сее 5) Ди) - (и) Е | (5) 


для любых #,, 2› 2 0. Здесь и(Р) = 5,00, м’(Е) = 5,00, ио И мо лежат в со- 
окрестности О. = Я аттрактора $, числа Си а зависят только от $2. 
Теорема 1. Пусть полуеруппа 5, удовлетворяет следующим условиям: 
1) Существует (Е, Е )-аттрактор Ў. 
2) Выполнено условие (5). 
3) Существует функция Ляпунова, непрерывная на Е. 
4) Множество ® стационарных точек { 5, } конечно, Ф ={2,, ..,2м}. 
5) Полугруппа {5,} -- класса С'** в окрестности каждой точки2,Є ®, 
и все точки 2; — гиперболические. 
6) $,и непрерывна по (и) ЄК, ХЕ, 
Пусть К — компакт в Е ио ЄК,и(1) = 5. но, ЕВ... 


Тогда найдется такая к.с.т. и(1), ЕЕ К,, что выполнены требования 
определения 1 ср = 1 и выполнена оценка 


и) -п(0| < Се" УЕ ([0,+о[, п>0, (6) 


где С зависит только от К,а тп ~ лишь от {5,}. 
Доказательство теоремы 1 приведено в коние раздела. 
Назовем число 77 временем попадания для ({5,) из 

множества бо в окрестность О, (2 ) мпоже гва непод- 

вижных точек %, если Уио ЄВо ЧЕЕ (0. Т], такое, что 5; мо СО, (Я). 
Лемма 1’. Пусть выполнены условия леммы 1. Тогда для любого 6 > 0 

и любого компакта Къ время Т попадания из Во = Ч 5+ Ко в0,(%) 

г 


Й 


конечно. 


Доказательство. Положив К = [Во] и применив лемму 1, полу- 
чаем утверждение леммы 1’ в 

Наложим на полугруппу {5,} в окрестностях О, (2;) стационарных то- 
чек 2; условие, уточняющее условие (5): если траектории и(1), м(г) Е 
60,01) УЕ, 2], то 

(05) — ж) < Сей! 22) игу) ж) Пе: (7) 


(Норма ||. || — та же, что в (2.3), (2. 5), (2.6), где Ё = 5; (2,).) 
Отметим, что если оператор 5; (2;) — класса С" в О, (21), а спектр это- 


го оператора содержится в круге {$: [$1 <7.;) радиуса Г. 4 ТО В качестве 
показателя а; в (7) можно взять 


а= іал, +6, (8) 
где 5 > О при р -> 0. Действительно, существует норма || - |1, эквивалентная 
1-11: и 1-11, в которой 115; (2) <; (см. теорему ІУ2.1). Так как 5и – 


і 
-5:\= / 51 (№ +0(и – м))40(и – м), топрии,мЄє0 = 0,(2;) 
0 


} | 
И Зи ~ 5,0 №ю < 1151 (20 – у) № + 1Ј [51 (7 +0(и – ж)) – 5; (0) Х 


Х 40 (и – м) 1, < (5+, +є;) и — м |10, 


где е О при р -> 0, так как 15; (0) – $; (2;) № 0 при о -> 2;. Применяя 
полученное неравенство ки = и(#, }, м = (2, }, а затем ки = и(#, + 1), у = 
ч м(2, + Г) ит.д., получаем, используя эквивалентность норм || - = и 11-10, 
чго 


пм (и + К) –м( +) Е < Сиб) – (и) ПЕ (71+ в, )* (9) 
при ОА < 2; ~ Ц. Так как г, ЕН +К+т, где 0 <т< 1, то, используя (5) 
и (9), получаем 

10 (22) — \' (>) [Е < Сейт || и (Е! + К) — %? (11 + К)НЕ < 

< Сбиче аб) – (1). 

Отсюда, используя эквивалентность норм |. и ||: |=, получаем (7) и (8), 
гле б -> Отак как є; > Оприр > 0. 

Теорема 2. Пусть выполнены условия 1—6 теоремы 1. Пусть кроме 
ео, для каждой точки 2 =2, Є выполнены условия теоремы 4.1 с неко- 
трым г = г; < 1. Пусть р > 0 достаточно мало. Пусть множество В таково, 
что время попадания Т? из Ву = О 5, (В) в О (%) конечно. Тогда для 

А 
любой точки ио Є В и для траектории и(г) = 5,ио найдется такая последо- 
чительность точек 27 = 210) Є Ў, что и(г) последовательно попадает в 6- 


окрестности О (2'),..., О5(2"') точек 2! = 21у. Найдется к.ст. и (1), 
удоалегворяющая всем требованиям определения | с теми же і(ј) и с ука- 
эанными выше ғұ. Справедливо неравенство 


.. і 
йм (7) и 1Е< Се", Е << т, 0 <і< т, (10) 
дет = т(ПУЄ М. г = 0. Зава 11ЕГ!° Юр ниг Є О. (2\10 — те же. 


что в определении 1, а числа п! удовлетворяют рекуррентным формулам 

=! (у+пі жа!) (=1,...,т), (11) 
причем 7° >0 можно взять произвольным. В формуле (11) а! = (у — 
числа из (7), ү! = пуу. В (10) константы С; зависятот В иот т. 

Докажем сначала теорему 2. Ее доказательство основано на ряде лемм. 
При их доказательстве предполагается, что выполнены все условия 
теоремы 2. 

Лемма 2. Лусть О = О. (2) — єо-окрестность гиперболической стационар- 
ной точки 2 и полугруппа (5,} обладает непрерывной функцией Ляпуно- 
ва Ф. Тогда существуют такие 6 > 0), $ = $ (є,), є> 0, что: 

1) Ёслии Є О (2) и 5,и 0 (2) при некотором ї > 0, то Ф(5,и) < 
< Ф(2) – є, є> 0. 

2) Еслии Є 0, (2) и 5, иЄ0, (2), т> 0, то 5,иЄ0, (2) УЕЕ [0,т+1]. 

Лемма 3. Пусть выполнены условия леммы 2 и 5; из непрерывна по 1 
Уш ЕЁ. Пусть во > 0 сколь угодно мало иВ С Е. Пусть время попадания 
из множества В, = ЧО 5, (В) в О5(%) конечно У > 0. Пусть О.(2;) 

> 0 , 


(= 1,...,№) — еокрестность точки 2; Е ®, є < є. Пусть из ЄВ, и(г) = 
= 5; ио, ГЕ В.. 

Положим 

іа и) ЕО. (21)}, 1, = зир (Е и ЕО. (21)}, 

= [#8] СВ, (=1,...,М№). 


(Если и(ғ) Ё О.(2}) У! > 0, то 1, = $.) Тогда найдется такое > 0, «в, 


что для любого ио Е В траектория и(г) = 5; ио обладает следующими 
свойствами: 


1) БО =Ф при ] + К. 

2) Множество, дополнительное к объединению интервалов | р. 1“ [ 
(/ = 1,...,№), состоиз из не более чем М отрезков, длина каждого из кото- 
рых не больше чем Т® < +505, где Т зависит лишь от єи от В. 

3) и()Є0, (2) УЕ [1;, 7+1]. 

Доказательство. Возьмем єџ, такое, что 0..0) п0, (у) = ф 
при і + 7. Возьмем є настолько малым, что при и(1ю) Е О,,(2;), и(и) Є 
Е0О..(2,) и(г) є О. (2) УЕ, г; + 1]. (Такое є существует в силу 
леммы 2, где б = 2е.) Отсюда следует п. 3. Из п. 3, так как О, (2) П 
ПО: (2) = ф при ј + К, следует п. 1. Заметим, что в силу теоремы Ш.2.2 
0151002), 9) >» О при г > +оо, и поэтому олно из Р = +оо, Поэтому дополне- 
ние до объединения интервалов | /7, я! состоит нг более чем из № отрез- 
ков [;. Заметим, что, так как время попадания из Во в О, (%) равно Т < 
< +0, то Уго > О на отрезке [г0, 1, + 79| найдется такое &, что и(В Є 


Є О, (2;) при некотором 7. Отсюда следует, что длины отрезков /; не боль- 
ше чем 70, ип. 2 доказан в 


Доказательство теоремы 2. Пусть во таково, что О. (21) 
входит в ‘окрестность О, (2;) из теоремы 4.1 Уі = 1,...,№. и пусть 
О. (21) — окрестности из леммы 3. Пусть О,(2'!), О. (2?),..., О.(2") ~ 
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раң 


ик рестности точек 21) =2',21(2)=2?,...,2(т) = 27, которые последова. 
льно пересекает и (Г). Положим 

еіп: и) Є О,(2/)), 27 = зар: и()Є0, (2!) (12) 
(числа {,, 17 из леммы 3 связаны с г), р из (12) соответствием і = (Л). 
Построение к.ст. и (1) проведем по индукции, строя и (г) последовательно 
на отрезке [0, 7] для і = 1, ..., т и затем построив и (г) на последнем 


полуинтервале [0,, г. [= [, +°%[. Положим при г Е [0, #1} 0(0) =2'. 
Так как 1; < 7°, то оценка (10) выполнена при і = 0 для 0 << 7; с произ- 


вольным 170, Со = Со(п°). Предположим, что й (г) уже построена при { < 
«К -1,1< 16. причем выполнено (10) Уг< г. (Отметим, той >09, 
так как О. (2) п О, (2-1) = ф.) Построим й() при і = К, 
Ат - 1. Рассмотрим две кривые и, (г) и 0, ;(/). Положим 8, (7) = 
" ии (1) при 22 1), т.е. И» (1) — продолжение траектории # (2). В ка- 
честве #,„({) возьмем траекторию на М, = М,(2^, г), такую, что 
п, МА (1, +0) = П,и( +0), 0<0<1, +0 г, — целое. Такая траекто- 


рик й (0) = (0) ЄМ, П О, (2) существует в силу леммы 4.1 при г Е 
ег. 14 0]. Положим 


(00) при Е [1 гр [, 


ио)" (2,507) при Є [12,1]. а (3) 


Значение гр Є ]:., {,[ будет указано ниже. Заметим, что в силу (7), где 
п Г), 1: 2 1, используя (10), получаем 


Па) ЯКО < Сехр[а (е г) пи) -- бк) ИЕ < 

< СС, лек: (- Е) мге, в). (14) 
В силу (4.6), где г = 0 заменено на г = 17, г= ехр(-7\) иг’! заменено 
на ехр [-- у“ (1 ~ г, )}, имсем, учитывая (4.3): | 

и) ~ 9,001 < Сехр [ук 2-2) шс) < 

< С'ехр [ух 1-1.) Уге (15,22). (15) 

Выражение под знаком экспоненты в правой части (14) растет с ростом 


г, а в правой части (15) убывает. Поэтому момент / = 1%, в который правые 


части (14) и (15) одного порядка, определяем, приравнивая выражения 
под знаком экспонент: 


К-1,- оК О: - 

~ 1 гра (2 -гр)= у (1-р), 

19 = 1 Как +) при 20 < | (16) 
(при 29 > г; положим 12 = гк). Покажем, что при таком выборе {® кривая 
и (1), определеясмая (13), уловлетворяет (10), гле п“ определяется (11), 
72 


— — — — — Кні == 


при; <! <. Сначала пусть: Є [15,0]. При г <: <: 
И +оо ( РТ + жок) = тко (17) 


Действительно, при { = „к соотношение (17) верно, поскольку 7“! > п“ 


в силу (11). При г = 9 (17) обращается в равенслво в силу (16) и (11). 
Поэтому (17) верно при гЄ [#,,1#]. 


Из формул (13), (14) и (17) получаем, что пригЕ [11,1%] 
Ни (2) (0) < Се", (18) 


где С = СС, у. ПригЄ (0, г] воспользуемся (15). 
Докажем, что 


ука г) <- пке УЕ (29,21), (19) 


где 1)“ определяется (11), а 24 определяется (16). При [= (19) обра- 
щается в. равенство в силу (16) и (11). Так как п“ <у“ в силу (11), то 
при / 2 3 линейная функция Ё в правой части (19) больше, чем линейная 
функция в левой части. Из формул (13), (15) и (19) следует (18), где 
С° =С' при! Е [11,1%]. 

Построим й (г) при гЄ [1#,1к,1| как траекторию {5,} 


и (Г) =5,_ +111) У [1х1]. (20) 
н 1 


Учитывая, что {5.; — Гк < То, получаем ири [Е [1,241] в силу (5): 
Ни (2) - (2) | < Сехр [а (# – ғ) и (гк) - (к) Е < 
< СС ехр(аТ°)ехр(- пг) С" < 
<ехр(- 11) СС ехр(ат? + т“ 1°) С". 0) 


Здесь константа С" возникает в связи с тем, что норма, в которой полу- 
чена оценка (18) в окрестности: точки 2“, эквивалентна норме в простран- 
стве Ё, в которой записана оценка (5). 

Из (18) и (21) получаем, что справедливо (10) с у 


С, +} = Сехр(аТ° + 1^ Т9) тах(сс,у,С')С”. 


Таким образом, по индукции построена траектория п (1) на [0, 25]. 

Построим и (г) на [г5,, +% [. Момент 5, определяется формулой (16), 
где К = т. Функция и (Г) определяется формулой (13), где и „ (Г) определя: 
ется, как выше, айу и (1) = 0. (1), гей, (р ЄМ, 2", г") -- траектория, 
построенная в теорсме 4.2. Так как оценка (4.4) имест вид (15), то вывод 
оценки (10) при г Є [1.1. +°[ дословно повторяет вывод оценки (10) 
пригЄ [1,11] м 

Доказательство леммы 2. Положим для краткости 5 = 0. За. 
фиксируем малое ро > 0, и пусть Оо = О, (2) С О. С) окрестность 
1и | < ро. Предполагается, что ро настолько мало, что Л, = ЛГ, (2, 1) опи- 
сывается в Оо формулой (3.3); справедливы формулы (3.6), (3.7). (3.8) 
и (3.9) и Оз С оз, где оз -- такая окрестность, что справедливо (6.12). 
Обозначим через О; окрестность нуия (2 = 0): 


= {и: ЦИ (и) |< 5ь, ЦИ, (и)1<5;}. . (22) 
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ак как Ф(и) < Ф(2) при и Є М, \2, то прииЕ О, ПМ, , || И, иН 2 52 име- 
им Ф(и) <Ф(2) -— 2є, є > 0. В силу непрерывности Ф и компактности М, 


Ф(и) < Ф (2) – є'при иЕ Ч, (23) 
где 
Оо = {ие Оо: ВИ (и)1<5,, ИГ, (и) 265}, (24) 


если 6, достаточно мало, 5; <6,0(5,).:(Мы воспользовались тем, что мно- 
жество {и: |Г_(и)| < ё,} попадает в малую окрестность М, при ма- 
лых 6: в силу (2.41).) Наложим на $; и 6. еще одно условие малости, 
состоящее в том, что еслии Є О, 10 5,и Є Оо при 0 <г «2. Возможность 
такого выбора 6; и 6. следует из непрерывности. 5,и (см. (5)). Возьмем 
в качестве О, столь малую окрестность точки 2 = 0, что О, СО;, 


[Ф (и) —– Ф (2) 1 < є/2 при иЕО.. 5) 


Обозначим через О; множество точек ио, лежащих "в `0, :и обладающих 
следующим свойством: 5и, Е О, УКЕ М, 5 =5,|,. 1. Множество О,\05 
обозначим через 05, О, = 0; О О{. Докажем, что если мо Е Оў, то сущест- 
вует такоел Є М, что 


$ ио ЕО, при Е&п, 5"+1,,Єє9,. :(26) 


Лействительно, в силу (5) и малости 6. и &, 5,0; С О,. Учитывая 
(3.8), получаем 


5,0, СО, П {иЕОь: ВУ. (и) |< 5, (1-5_)}. (27) 


Таким образом, при 5“ ио Є О, либо 5*^*1 ищо Е Оу, либо 51 щ Е 9. 
Если ио Е 02, то либо 5“! и, Е О, УКЕ М, те. ш Є О;, либо выполне- 
но (26). Итак, приио Є О,\0; = О{ справедливо (26). 

Отметим, что если выполнено (26), то ио Ё О;. Действительно; в’ силу 
(3.9) ИИ, (51 шо)! > (1+5, ) НИ, (5 мо) Н. Если шо Е О; и выполне- 
но (26), то 57 *1и, Е О, п 9, = {иЕО,: 11У, (и) | =5,} ‚и поэтому 
ЦИ, (5"*2 мо) 1 > 5, что ведет к противоречию с тем, что ио Е Оу. 

Таким образом, 05 состоит из тех и только тех точек ио Е О,, для ко- 
торых при некотором п выполнено (26). 

Докажем теперь, что если положить О; = О, (2), Оо СО. (2), то спра- 
ведлив п. 1 утверждения леммы 2. ПустьиЕ О, = Ог Ч Оў. ЕслииЕ 0х, 
то бк и Е О, при К Е М. Поскольку 5% (О!) С Оо при 0 <8 < 1, то 5к+виЕ 
Е О, и, следовательно, 5; и Є О’, УЕ? 0. Если жеи Є 0}, то справедливо 
(26); поэтому 5; ие Оз Ут= К +0 Є [0,п+ 1]. Согласно (23) Ф(5,,.; и) < 
< Ф(2) – є. Если и (1) Ф Оо, то >п+1иФ(5, и) < Ф(би+ и) <Ф(2) - є, 
что доказывает п. [| леммы. 

Чтобы доказать п. 2, заметим, что еслни Є О; и 5, иЄ О; = О,, тов си- 
лу (25) Ф(5,и) > Ф(5,и) > Ф(2) – є/2 Үг Є (0, т|. Отсюда и из и. 1 лем: 
мы следует, чго 5; и не может лежать вне Оз, ип. 2 доказан в 

Замечание 5. Устремляя по к +, получим из (11), что п! > у!. 
Поэтому можно определять п',..., 1” по формулам (11), положив п!. = 
= ү! — є, где є произвольно мало. Отметим, что неравенство (10) ёодержа- 
тельно лишь при г > Гг, так как г; «7° УшЕД. 
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Замечание 6. Очевидно, показатели 1“, определяемые (11), связаны 
соотношением 1' > п? >... > п" > 0. Из оценки (10), очевидно, следу: 
оценка вида (6), где7 = 7, С = тахсС;. 

Замечание 7. Показатель 1” в оценке (10), определяемый (11), 
зависит от того, в каком порядке траектория и (/) проходит окрестности 
точек 27 = доу О = 1,..., т). Заметим, однако, что поскольку функций 
і(/) — конечное число, то, выбрав минимум по всем таким функциям, по- 
лучим оценку вида (6), где 7 уже не зависит от порядка прохождения ок- 
рестностей точек 2;. При нахождении минимума 1’ по функциям Г(7) 
достаточно рассматривать такие зависимости і (/), которые согласуются 
с условием Ф (2; (;+1)) < Ф(2:(;)). В случае, когда {5,} — система Морса- 
Смейла, т.е. М* (2;, 1) = М" (2;) трансверсально к МУ (2х) при і = К, дос- 
таточно рассматривать последовательности і (7); удовлетворяющие усло- 
вию іт Ё. (2,0 +1), 1) < дім Е, (2,0), 1) - 1. В этом случае, очевилно, 
т <діт Е, (2', 1) =Чт Е, (21 (1), 1) «тах ант Е. (2;, 1). 


Используя работы Хейла [2], Бруновского и Фидлера [1] для полу- 
групп, порожденных одномерными уравнениями реакции-диффузии, мож- 
но установить дополнительные ограничения на фактически встречающис- 
ся зависимости Г (7). 

Замечание 8. Если числа г; > 0 (Г=1,..., №), то у! = іа) > 
+ +оо, и, взяв 70 + оо, получаем, что 7/ > +оо (/ = 1,..., т). 

Доказательство теорсмы 1. При м; = 1 для справедливости 
утверждений 4.1 теоремы достаточно гиперболичности точек 2;. Действи- 
тельно, п. і теоремы 4.1 следует из теоремы 3.1, а п. 2 — из предложений 
3.4, п. 3 — из неравенства (3.8); п. 4 теоремы 4.1 доказывается по-преж- 
нему. Поэтому все доказательство тсоремы 1 дословно повторяет доказа. 
тельство теоремы 2, при этом следует заменить числа оу из (7) на а из (5). 
положить уі = —ш(1 —6_ +е '), где є' настолько мало, что і ~ 5 + є' < 
< 1,6_ -- то же, что в (3.8). Следует также учесть, что, согласно леммс 1’ 
время попадания из Ч $; (К) в О, (®) конечно Уб > 0. Таким образом, 

> 0 


все условия теоремы 2 выполнены в этом случае, и справедлива оценка 
(10). Из этой оценки, училывая замечание 6, получаем (6), и теоремз 1 
доказана а 

Замечание 9. Условие 5. и Є С! *® по и в теоремах 1 и 2 наножено 
лля удобства ссылок. Достаточно требовать, чтобы 5,и было класса С! 


по и в окрестностях точек 2,. Тогда функциир и И_ будут пе класса С!*°, 
а липшицевые, что достаточно для целей данного раздела. 


Замечание 10. В теоремах 1 и 2 можно рассматривать {5,} не 
на всем Е, а на инвариантном множестве {и: Ф (и) <#}. При этом к.с. 
и (2) будет состоять из участков й (1) Є М' (2;,7;),2;: Ф(2;) «Е. 

Замечание 11. Из оценки (6) и из (2) сиедуст, что для любого ком- 
пакта ВСЁ 

9151 ($,В, 90) < Се 7" У1>0, (28) 


где С= С(В). Если ВС {Ф<#} ‚то = (Ф 2). 
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Глава УІ 
СТАЦИОНАРНЫЕ РЕШЕНИЯ 


1. КОМПАКТНОСТЬ МНОЖЕСТВА СТАЦИОНАРНЫХ РЕШЕНИЙ 


Стационарные решения эволюционного уравнения 
д, и=А и, , (1 ) 


где А: Еу > Ро — оператор из банахова пространства Е, в банахово ирост- 
рииство Ро, это такие решения, которые не зависят от {: и (!) =и(0) Ур, 
й, и (1) = 0 Уг. Таким образом, множество стационарных решений (1) сов- 
падает с множеством ЖС Е, решений уравнения 


Аи = 0. (2) 


Отметим, что, как правило, рассматриваются решения и(!} уравнения 
(1), принадлежащие классу 2: (Е!) П 2. (Е) (см. разд. 1.2). В этом слу- 
чае стационарные решения, очевидно, принадлежат Ё; П Е (как правило, 
Г, СЕ, где Е -– некоторое банахово пространство). 

В случае, когда полугруппа { 5, }, порождасмая (1), обладает (17, І). 
аттрактором Ў, ЕЁ; С Е, очевилно, 2Є Жу Є ЎС Е; в силу ограниченнос- 
1и (по Г) и инварианости (относительно 5;} стационарных решений 2. 
Поэтому ® С Ў. Следовательно, множество Ф обладает всеми теми свой- 
сіками ограниченности и компактности, которые установлены для 9 в 
конкретных примерах. Однако, изучая уравнение (2), часто удастся полу. 
чиї, дополнительную информацию о # при меныших ограничениях, 
чем требуется для исследования 9. 

Рассмотрим два случая. Первый — это случай линейной главной части, 
и именно 


Аи= іи +Аџи, | (3) 


где 1: Е: > Во — линейный, ограниченный, обратимый оператор, а 4, 
Еэ Ео — испрерывный оператор. Преднолагается, что /.7‘ ограничен из 
Бов Е; иІ7іА; компактен. 

Рассмотрим. уравнение 


Ди=ћ, ВЕБ. | (4) 


Обозначим через Х„ множество всех решений эгого уравнения, Хр С Ё). 
Предложение 1. /Тусть оператор А определяется формулой (3) 
и выполнены указанные выше условия на І, и А. Пусть множество Хр 
одеракичено в Е. Тогда Ху компактно в Е}. 
Доказательство. В силу (3) и (4) 


Хр = 17А ІА (Хь). (5) 


Так как оператор /. 7! А; компактен, то компактно множество ГА; (Хр). 
а следовательно, и правая часть (5). Поэтому, согласно (5), комиактно 
множество Хр в 


Напомним определение собственного отображения. 
Определение 1. Пусть О С Е,. Отображение А: Е, э Го — собствен- 
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ное на 32. ссли прообраз А А (14 компакта ^ С Бо являегся ком: 
пактом в {2 при любом выборе компакта К С Бо. 

Предложение 2. Пусть оператор А определяется посредством (3) и вы- 
полнены условия, наложенные на [и Ау. Тогда отображение А ~ собст- 
венное на любом замкнутом множестве ©, ограниченном в Е. 

Доказательство. Множество АК П 9 = Х, ограничено в Ё,. 
В силу (3). сслии Є Х,, тои=Ё7й — Г! Аци, где ВЕ К. Так как К . 
компакт, 10 /, К — компакт. Так каки ЄХ; С 9, 9 ограничено, а 'А, 
компактен, то /7'А уи лежит в компакте. Отсюда следует, что и содержит- 
ся в предкомпакте АК ~ 27 А, Х,. Поэтому [Х,] – компакт. Так как 
из и; > и в силу испрерывности А вытекаст, что 4и; > Аи, а Ан; Є КУ у, 
то Ам Є К и, следовательно, [Х| =Х, , т.е. Х, — компакт ш 

Помимо операторов с линейной главной частью (называемых также 
полулинейными операторами), будем рассматривать квази- 
линейные операторы. Эти операторы имеют вид 


Аи = 1 (и)н+А, (и), (6) 


где Г (0) — линейный оператор при любом и Є Ё,. Предполагасгся, что 
пространство Ё; компактно вложено в банахово пространство Е. , Е, © Е», 
и отображение и > А (и) непрерывно из Е, в пространство линейных опе- 
раторов из Ё, в Ро. Предполагается также, что оператор А, непрерывен 
из Е, в Бо. 

Предложение 3. Лусть оператор А, определяемый формулой (6), 
— квазилинсйный, причем линейные операторы І, (0) обратимы при каж- 
дом и Е Ё.. Тогда оператор А — собственный ни любом ограниченном 
замкнутом множестве © С Е}. 

Доказательство. Пус й Є К, Аи = А, тле Є 9. Тогда в силу (6) 


и (ий - А, (и). (7) 


Так как 9. ограничено в 21, 10 Х = [5], компактно в з. Поскольку 
операторы /,(ни) непрерывно зависят от и Є Е, то 27‘ (и) непрерывно 
зависят от и Є Е,. Возмьмем в Хо = А”! (К) П Я послеловательность — 
{и;}. В силу комнактности А в Во и Хо в Е, можно выбраь такую под: 
последовательность (/} инлексов {7}, что и; э ио Є [Хо] в Ёо, ћу > 
> Ло Е Ав А. В силу непрерывной зависимости А, (и) и 25! (и) озиєЄ 
С Е, получаем 


ир 17) (3) = 1 7' (и) А06) С" (мо) Но — Е (мо) А (чо) = но. 


Здесь предел · по норме А. Поэтому и; эков Е. Так как Аи ЕКиш Є 
Є $2, то ио С Хь. Поэтому Хо компактно ж 

Определение 2. Линейный оператор Ё: Ё -> Го называется фредголь- 
мовым с индексом к, кЕ 2, если подиросгранство Ё (Е) < Ро замк- 
нуто и имеет конечную коразмерность Чит {Ёо//7. (Е)) = сойіт А (5), а ял- 
ро Кег /, С Е -. конечную размерность йіт Кег /.. Число к — индекс Ё: 


к = 911 Кег 1, соат Ё (Е). (8}. 


(Свойства фредгольмовых операторов см. в книге Пале [1] .) 
Предложение 4. Квазилинейное отображениг А, имеющее вид (6}, где 
1 (0) — фредзольмов оператор с индексом к Хи Є Е,, являегся собствен- 
ным на ограниченных замкнутых множествах. 
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Показательство см. [1,2]. 

$ эмечание. Свойсіва нелинейных операторов, лифференциалы ко. 
шрых фредгольмовы, изучались многими авторами (см., например, рабо- 
ғы Борисовича, Звягина, Сапронова [1], Эльворти, Ғромба [1]). 


2. ТЕОРЕМА САРДА -СМЕЙЛА 


В этом разделе булет рассматриваться отображение А из Ё в Во 
(в обозначениях предыдущего раздела). Для краткости записи вместо Ё; 
будет писать Е. 

Определение 1. Пусть оператор А определен в области О С Е банахова 
пространства Ё, 4: О - Е, гле Ез – другое банахово пространство. Пред- 
полагается, что А дифференцируем на О по Фреше, дифференциал Фреше 
А’ (и): Е > Е — ограниченный оператор и А' (и) непрерывно зависит от и, 
причем Л’ (и) — фрелгольмов с индексом к Уи Є О. Такое отображение 
назовсм фредгольмовым с индексом к на О. 

Определение 2. Пусть В СО. Точка у Є Ё называстся регулярным 
значением А. на Ввдвух случаях: 1) еслиу є А (В), 2) еслиуЕ А(В), 
и для любого иЕ А уп В А’(и) в точке и является эпиморфизмом Ена 
о. Все значения, отличные от регулярных, называют критическими 
значениям и. 

Определение 3. Множество Х, лежащее в топологическом л пространстве 
У, называстся множество м типа С, если оно является счетным 
пересечением открытых множеств. Множество Х называется массив- 
ны м, если оно содержит счетное пересечение открытых, всюду плотных 
н У множеств. 

Теорема Бэра. Если У — полное метрическое пространство, то счетное 
пересечение его массивных множеств массивно и всюду плотно (докэза- 
тельство см., например, Куратовский [1]). 

Лемма 1. Если А — собственное на замкнутом множестве В С О отобра- 
жение класса С\ и фредгольмово на О, то множество регулярных значений 
А на В открыто. 

Доказательство. Проведем доказательство от противного. Обозна- 
чим через У, множество регулярных значений А на В. Предположим, что У, 
не открыто. Тогда найдется такой элемент уо Е Ү,, что существует последо- 
вательность у; > уо, У: -- критические значения А на В, те. у; = Ах, ху Е В, 
Ах) — дифференциалы А в точках х, — не эпиморфизмы. Так как (у;} Ч 
Чуо — компакт, а А -- собственное на В, то { х; } предкомпактно, и из 
последовательности {х;} можно выбрать подпоследователыость { х, }, 
сходящуюся к хо Є В, а вследствие непрерывности А Ахо = уо. Поэтому, 
в частности, уо Є А(В). "Так как А’(и) непрерывно зависит от и, то А '(хк} -> 
—А’(хо). Вместе с тем фредгольмовы эпиморфизмы образуют открытое 
множество в пространстве линейных операторов (Е, Ез) (см. Пале [1]). 
Так как 4'(хо) — эпиморфизм, а А’ (хх) — не эпиморфизмы, то приходим 

к противоречию, что завершает доказательство леммы № 

Докажем теперь теорему Сарда--Смейла (см., Смейл [1]). 

Теорема 1. Лусть А — фредгольмово отображение с индексом к класса 
С’,г>2к,г Е М, на О. Пусть В СО, В замкнуто, и А ~ собственное на В. 
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Тогда множество О регулярных значений.А:на В является открыгым, «е (лоу 
плотным множеством. 

Доказательство. ·В силу леммы | достаточно доказать, чу», // 
всюду плозно в Ео. ‚При доказательстве этого факта будем считать лужа. 
занным ‘конечномерный вариант теоремы 1 , те. случай, когда йіт Ё < =. 
4ит-Во < е (доказательство см., например, Хирш [1]). Итак, пусть у? д 
Е Ёо\ Р. Докажем, что найдется последовательность у, ж уо, У; Є Р. Для 
краткости обозначений будем считать. у? = 0. Положим Х = Я- уо п В. 
"Множество Х компактно, так как отображение А — собственное на. 8 Пусть 
и Є Х - некоторая точка. Докажем, что множество регулярных значений 
А на В бо, открыто и всюду 'илотно, если р достаточно мало; здесь Фр — 
окрестность точки и? „ее опишем ниже. Для краткости положим и? = 0. 

Обозначим через ' р подпространство, дополнительное вЕк Кег А'(0) = 
= Ио, через № — подпространство:И'(0) Е, а через № —.подпространство, 
дополнительное к Ив Ко. Очевидно, біт Ио — біт № = к. Обозначим 
черезл_ и:по проекторы на Г_ и И, соответственно, а через П и"Ъ- 
проекторы в Ёо на И_ и №. При этом 


Кеги_ =`Го, Кегто= И, т. +10 =, 

КегП_= №, КегПо=И_, П + П =: . () 
Пусть 

сор ={иЕЁ: {тои |< р, ти 1 <р), р<1. 


Лля и Є Е положим и_ = П_ и, из = тои, а дляу Є Ео положим у_ = П_у, 


Уо = Поу. Разрешимость уравнения 4и = 1у эквивалентна разрешимости 
системы 


П04(ио +и_) = уо, 42) 
П_4(иу+и) = у. (3) 


Положим Ё =А’(0) (и ='0), Ви = Аи – Ги. Очевидно, В’ (0) = 0. Уравнение 
(3) имеет вид 


[и_+П_В(ио+и_)=у._ (т и П; отвечают 4'(0)). (4) 


Оператор Ё осуществляет изоморфизм Г_ и И_. Поэтому в силу теоремы 
о неявной функции существует оператор Т(ио, у_) = и_ класса С”, опре- 
деленный на Я 5 = { (ио, у): шо Е ГУ, мо 1<65,у Є И. їу_ 1< 8} при 
достаточно малом 5. Дифференциалы То и Г’ – оператора Т по шо иу_ – 
удовлетворяют уравнениям, полученным дифференцированием (3): 


|. А(ио+и_) Т’ =, Аи +и_)(у +То) = 0. (5) 
Рассмотрим при фиксированном у_ Є № _ отображение С: Зо > о, 


Оо СКо. Это отображение — класса С”, действующее из: области прост- 
ранства “о размерности п в пространство Й’о размерности п, = и ~ к, 


Си, = П,А4 (мо + Т(ио + Т(ио, у): С" = 1,4 (и) (и. + То }. (6) 
Разрешимость Сиу = у"в ©, эквивалентна разрешимости (2), (3). Через 
С (ио) обозначен дифференциал этого отображения в точке ио. Покажем, 
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шо если С (ио) — эпоморфизм, то и А’(ио + и_), где и_ = Т(ио, у), — 
шиморфизм. Действительно, пусть & = 8о +#_ Е Ро, #0 Е Ио, &_ Є И. 
Оператор 1_А’(и): И_ >И’ _ – эпиморфизм при малых и. Поэтому найдет. 
ся и Є И_, такой, что П_4{и)о_ =#_. Рассмотрим уравнение 
По (и) [у + То ло +и_] = о или эквивалентное уравнение 


Но. “(м [Ги, + То ло = 80 — ША (и). (7) 


В силу эпиморфности С’ существует решение у, о этого уравнения. Пока- 
жем, чо у= у + (Ју + То )о,о является решением уравнения А’(и)и = 
е ео +2_. Очевидно, ПоА(и)о = во в силу (7). Далее, П_А’(идь= 
14%и) [о + (Гу, + То )оо] ЕП_А'(и)и_ =#_ в силу (5) и определе- 
ния 9:0. Поэтому А’(и) -— эпиморфизм. 

Согласно конечномерной теореме Сарда (см. Хирш [1]), множество 
критических значений оператора С: Фо -> №. имеет меру нуль и поэтому 
ни! де не плотно в с при каждом фиксированном у_. Отсюда следует, что 
множество регулярных значений 4 на «о, всюду плотно в Бо. Действитель- 
но, пусть 2 = 42, 2.Е «ор, — некоторое значение А на о. Положим #_ = 
= П_8, 80 = Ио8 и у- = 8, Су_ = б. Так как множество критических 
значений С нигде не плотно, то найдется последовательность у; >, П_ у, = 
=&_, Поу; = уо >В, Такая, что для всех и Є р, для которых П_4(и) = 2 _ 
и По4(и) = у; дифференциал А (и) является эпиморфизмом. Следова- 
тельно, у; — регулярные значения А на ©2р. Так как 2 Є ор произвольно, 
а у » 4(2) = $, то множество Т., регулярных значений на ор О В всюду 
илотно в Во. Так как А — собственное на В, то оно — собственное на о, Ў В 


и множество Ү,, открыто в силу леммы 1. Следовательно, множество У., — 
массивное. 


Докажем теперь, что множество Ув регулярных значений А на В всюлу 
илолно в Ро. Действительно, пусть & = 42,2 Е В. Положим Х = {и Є В: Аи = 
=}. Множество Х компактно, так как А — собственное на В. Существует 
конечное покрытие множества Х окрестностями о, Х СУ о. Это объеди- 
нение содержит 5-окрестность Х, Х СО,(Х) СО о. Заметим, что множест- 
во критических значений на О, содержится в объединении множеств крити- 
ческих значений на «о. Так как каждое У,, массивно, то их конечное пе- 
ресечение массивно (теорема Бэра), и поэтому множество регулярных 
значений А на Ч о всюду плотно. Следовательно, существует последова- 
тельность { у,} регулярных значений А на О (ор, у, э Е при ј > + оо, Дока- 
жем, что из этой последовательности можно выбрать подлоследователь- 
ность регулярных на В значений у; . Предположим противное. Тогда сущест- 
нуют такие и; Є В, что Ац; = у, А’(и;) — не эпиморфизм. В силу того что 
А -- собственное на В, можно выбрать последовательность иу, -з цо, причем 


в силу непрерывности А Ди? = 5. Поэтому и СО; СУ ор при больших 

к, но, поскольку Аи}, = уз» где уу, — регулярные значения на О ор, ТО 
? . 

А (из) — эпиморфизмы. Пришли к противоречию. Таким образом, сущест- 

вуст последовательность { у;} регулярных значений А на В, у, —>8 при! > 


но 


- + оо, Поэтому множество регулярных значений А на В всюлу илолио. 
Воспользовавшись леммой 1, получаем, что это множество открыто, и 1со- 
рема доказана ж 

Предложение 1. Пусть отображение А: © э» Е, 9 СЕ, обладает сле- 
дующим свойством: для любого К > 0, В Є М, найдется такое ограничен- 
ное замкнутое множество Вр С ©, что если Аи = ў, гдеиє 9,1 Р <Р, то 
и Є Вр. Пусть множество регулярных значений А на В» открыто и всюду 
плотно в Ео при каждом К. Тогда множество регулярных значений А на © 
открыто и всюду плотно в Ео. 

Доказательство. Без ограничения общности можно считать, 
что Вр СВ, при К < г. Обозначим через Ср иб множества регулярных зна- 
чений А на Вр и на Я соответственно. Еслиг > А, то при || у 1 <А Аи + у 
для и Є В, \Вр. Поэтому Ср П Ор = С, П Ор, где Ор ={уЄЕ,: Ну <Е). 
Очевидно, множество С регулярных значений А на 9 равно ПС, . Так как 

ғ 


Ор ПС, = Ор П Ср Уг 2 К, а множества С, открыты и всюду плотны 
в Ёо при г <А, то Е = Ор п( (П 6.) = 06 ПС, 0 >") открыто 
О<г< = 
в Ор. Множество ЁҒ массивно в силу теоремы Бэра, поэтому оно всюду 
плотно в Ор. Так как Р = Ор ПС, а К произвольно, то С открыто и плот- 

нов Ро № 

Предложение 2. Пусть А — фредгольмово с индексом 0 класса С', т.е. 

=0 иг =]. Пусть в – регулярное значение А на В, причем отображе- 
ние А — собственное на В. Тогда множество Х решений и Є В уравнения 
Аи = ғ, Х={иЕВ: Аи= р}, конечно. 

Доказательство. Множество Х компактно, так как А — собственное. 
Если иЄ Х, то А (и) - эпиморфизм, а поскольку к = 0, то 4ип Кег А’(и) = 0. 
Поэтому А’(и) обратимо. В силу теоремы о неявной функции решение 
уравнения Аи = #&, лежащее в малой окрестности точки и, единственно: 

= и. Выбирая конечное покрытие Х такими окрестностями, получаем, что 
Х конечно в 
Предложение 3. Пусть А — фредгольмово с индексом 1 класса С? , т.е 
=2, к= |, ие ~ регулярное значение А на В и А — собственное на В. 
Тогда множество Х решений уравнения Аи = в, и Є В, состоит из конечного 
множества гладких класса С? кривых. А именно: если ио Є Х, то найдется 
такая окрестность с) точки ио, что множество Х,, решений уравнения Аи = 
=&, и Є <, представляется в виде и=ти(Ё), - ср <Е < ве, є >0, с >0, 
и(0) = ио, где и = и(Ё) – функция класса С?, и'(0) = ео, АҲио)ео = 0. 
При этом ХВо=ВПХ,, 

Доказательство. Пусть ио Є о. Так как А’(ио)Ё = Бо, ак=1, то 
Чип Кет А (ио) = 1. Следовательно, Кет А (ио) = Ио = ео ' В, ео Е Е. Обозна- 
чим через И_ дополнение к Ио в Е. Каждый вектор о С Ё имеет вид р = 
= {є +0, о ЄУ_, ЕЕ К, Так как Кег Апо), = 0, то А(ио): У» 


-> Ео — изоморфизм. Уравнение Аи = р имеет вид А(цо + Ёєу ть } = 
Дифференциал левой части по и_ обратим, и в силу зсоремы о слано 
функции решения этого уравнения, лежащие в окрестности точки мо. 
имеют вид и = ио + #60 0_(Ё), гдео_(#) – дважды дифференцируемая 
функция & ш 


181 


3. ПРИМЕРЫ ПРИМЕНЕНИЯ ТЕОРЕМЫ САРДА -СМЕЙЛА 
Пример 1. Рассмотрим в СЕВ” уравнение 
Ам = Ўаџ(х, и) д: д;и +Ь(х, и, Уи) — ао (х, и) =, и [за =0- (1) 


Иредлолагается, что коэффициенты а;;, Б, ао — класса С?** по и, Уи явы. 
полнены условия (1.7.2) – (1.7.5). Положим Е, =СТ(Я), Е! =С?*"(О) Г 
(\ {м |ә 22 0), 0 < у <а. Тогда оператор А действует из Б; в Ро. Оператор 
(1) — квазилинейный, т.е. представляется в виде (1.6), где 

(иди = а(х, о) д, дуи – и, А (и) = (х, и, Уи) ~ ао(х, и) +и. (2) 
Оператор Г (ои) приоЄ СТ(®) имеет коэффициенты класса СТ тю х. Со- 
гласно теоремам о разрешимости линейных уравнений, уравнение Г, (ии = / 
имеет единственное решение и Є Е, при любом Ѓ Є Ро. Поэтому оператор 
4, (0) обратим. Положим Е; = С'*7 (Я). Вложение Е; С Е. компактно. 
‘Очевидно, выполнены требования квазилинейности А в предложении 13, 
из:которого получается следующее 

Предложение 1. Оператор А, определяемый (1), ~ собственный на лю- 
бом ограниченном, замкнутом в Е, множестве. 

Предложение 2. Лусть функции а, Б, ао и их первые и вторые 
производные по и и Уи принадлежат С° 9). Тогда оператор А — класса С" 
из Е в Еъ. Если и третьи производные по и и Уи - класса С“ пох, А ~ 
класса С? из Е, в Е. 

Дифферекциал А’(и)и отображения А дается формулой 

А’(и)и= У а(х, и) д др + Ў а(х, и) д: дио + 

і} і} 


+ ХЬ:(х, и, Уи) дли +50(х, и, Хи)о – ао(х, и)о, (3) 
і 


ау = да; [ди, Ь: = ӘЬЈӘ(Ә,и), Бо = ЭЬ/ди, ао = дао [ди. 


Доказательство предложения 2 состоит в непосредственной проверке 
дифференцируемости отображений вида и => Е(и, ди, 9:8). Не будем 
здесь ее проводить, так как в близкой ситуации она приводится в 
разд. УН.6 следующей главы. Формула (3) выводится дифференцирова- 
нием (1) пои. 

Предложенне 3. Оператор А’(и) — фредгольмов с индексом 0 при 
любом иЄ Е}. 

Доказательство. Оператор Ё(и)и, определяемый формулой (2), 
где и н и поменялись местами, обратим и, следовательно, имеет индекс 
0. Сравнивая с (3), видим, что 4(и)о = Г (и)о + 4, (и)о, где оператор Аз 
содержит производные не выше первого порядка по и. Поэтому А, (и) 
испрерывен из Е, = С!*% в Е, = С“ и, следовательно, А, (и) вполне непре- 
рывсн из ЕЁ; СЕ, в Ёо. Сумма обратимого оператора и вполне непрерывно. 
го имеет индекс 0 (см. например, Пале [1] )ш 

Теорема 1. Существует открытое и всюду плотное в Еџ.множество С 
функций в, таких, что уравнение Аи = р имеет решениеи Є Е, и р является 
регулярным значением А на Е}, т.е. для любого решения уравнения Чи = & 
А (и): Е, > Ез — изоморфизм. 
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Доказательство. Уравнение Аи =# разрешимо при наложенных 
в разд. 1.7 условиях на а;;, 5, ао при кажлой функции # Е Ао (см. книгу 
Ладыженской и Уральцевой [1]). При этом лля любого решения и этого 
уравнения справедлива априорная оценка 


һи е, < С(К) при Аи |15, <А. (4) 


В силу предложений 1--3 к оператору А применима теорема 2.1. Согласно 
этой теореме, множество регулярных значений А на ограниченном в Ё, 
множестве { и: [| и || < С) открыто и всюду плотно в Ес. Отсюда и из (4) 
получаем, что выполнены условия предложения 2.1, где $ = Е\. Вр = 
= {и: Ни! < С(®)}. Из этого предложения следует, что множество С 
регулярных значений А на Ё, открыто и всюду плотно в Ро. Так как АД, = 
= Ро, то ССАЕ,, и теорема доказана м 

Теорема 2. Лусть коэффициенты аџ;, Б, ао зависят от числового пара- 
метра Е Л, = |А,, №] СВ, причем условия (17.2) (17.5) выполнены 
равномерно по Х. Пусть а;;, Б, ао трижды непрерывно дифференцируемы 
по и, Ҹии Хи их третьи производные, как функции от х, принадлежат 
С 9) и ограничены в С“ при ограниченных и, Уи и №. Тогда существует 
открытое и всюду плотное в Ео множество С, такос, что при & Е С множест- 
во решений уравнения А(и, ^) = в состоит из консчного числа гладких 
кривых. 

Доказательство. В силу предложений 1-3, а также дифференци- 
руемости по А коэффициентов и компактности Ло к оператору 4: (и, ^) > 
э А(и, \) применима теорема 2.1. В этой теореме О = Ё Х Ао, Ё ЕЁ: ХК, 
индекс к = 1. Справедлива оценка (4) и так же, как в доказательсіве тсоре- 
мы 1, выводим, что множество регулярных на А; Х Ло значений А открыто 
и всюду плотно в Ёо. Воспользовавшись предложением 2.3, получаем ут- 
верждение теоремы 2 м 

Пример 2. Рассмотрим оператор 


Аи=ади · (х, и) + Аи + ХБ (х) д;и, (5) 
{ 


где и = (и!,...,и”), Г= (Г',...,[”), В, = (Б, .. Бу), А — оператор 
Лапласа, а — матрица с постоянными элементами, а а" > 201, ро 2 0. 
функции 2;(х) ограничены, /(х, и) ограничена при каждом и. 

Положим Н; = (Н; (9))” ‚ Но = (13 (9))". 

Предложенне 4. Мусть функция Г (х, и) непрерывно дифферснцируема 
поии 


Ла, из) – Ла, и) < Сіи ие +10127 жи2), 6) 
О<а < 1, где число рі 1 удовлетворяет неравенству 
1р +а) 21 -. 4/п. (7) 


Тогда отображение Е: и(х) > Р(х, и(х)) будет класса С‘ из Н, в Но; 
его дифференциал определяется формулой Е'(и)о(х) = Г, (х, их). 
Доказательство. Согласно теореме вложения Соболева, /7, С 
С (2,09 ))" = Гр, где -п/р <2 - п[2. Согласно предложению 1.1.4, 
отображение /' ~ класса С! *% изЁ,, в/з, если показатели р, ав (6) удов- 
летовряют условию 2(р + а) = р. В силу условия (7) р, <р, и РЕ 
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С (р, [2). Так как вложение №, СЁр, линейно и ограничено, то 
ЕСИ “(Н,, 1), и предложение 4 доказано ж 


Предложение 5. /7усть / дважды дифференцируема по и и для ее вторых 
производных по и выполнена оценка 


и (ма) — Ги (ма) 15 Сиу – из (1 + 1и |272 +[из|Р-?), (8) 


едер > 2, а числа р и а удовлетворяют (7). Тогда оператор Е: и +} (и) 
принадлежит С?*“(Н., Но). 
Доказательство. Аналогично предложению 1.1.4 доказывается, 


мо Е 2+“ р, ‚ 2), где ра то же, что в предложении 4. Затем так же, 
кик в предложении 4, получаем, что РЕ С? *°(НЬ, Но) м 

Замечание 1. Условияр > 2и (7), требуемые в предложении 5, 
илекут ограничение на размерность п: 1 — 4" < 1/2, т.е. п < 8. 

Положим Ер = Н, {ид = 0}, Ем = Н, П {(ди/дь) о = 0} (прост- 
ранства, соответствующие задачам Дирихле и Неймана). 


Теорема 3. Пусть оператор А определен на Н, формулой (5). Пусть вы- 
полнены условия предложения 4 и, кроме того, 


а) СИ + [0125 1%), 1(р+а)> 1 - 4/п. (9) 


Тогда оператор А (при фиксированном №) — собственный на ограниченных 
п Ер (или в Ем) множествах. Кроме того, А ~ дифференцируемый фред- 
гольмов оператор с индексом 0 из Ер в Но и дифференцируемый фред- 
гольмов оператор с индексом Оиз Ех в Но. Если выполнены условия прсд- 
ложения 5, то А: (и, №) э А(и, А) — дважды дифференцируемый фредголь- 
мов с индексом 1 оператор из Еу ХВ в Нииз Ем ХВ в Но. 

Доказательство. Оператор Ё (см. предложение 4) вполне непре- 
рывен из Я) в Но. Действительно, согласно теореме вложения Соболева, 
Н СЁр, при —п/рз < 2 — п/2, причем вложение вполне непрерывно. В силу 
(9) и предложения 1.1.3 Е непрерывно из А р, ВЁа при 2(р +а) =рь. Так 
как р, <ра, то Н, волне непрерывно вложено в /,„ , и поэтому Ё вполне 
непрерывно из Н, в Но = Ё.2. Следовательно, оператор А1и = — (и) + Ли + 
+ ХЬдуи + и вполне непрерывен из Н, в Но. Воспользовавшись предлож:с- 
нием 1.2, где Г = аА — Г, получаем в силу обратимости Ё и компактно 
ти 4, что отображение А — собственное на ограниченных замкнутых 
множествах. 

В силу (5) 4и = [ум + Ки, где Ё, — линейный оператор. В силу предло- 
жения 4 Ё дифференцируем и, следовательно, 4 дифференцируем. Лиффе- 
ренциал А’ оператора А определястся формулой 

А(и)о=адо -- Р 0(и)о ++ Хы дю. (10) 


Оператор 2 = 24 — Г обратим из Ер в Но или из Ем в Но и, следовательно, 
фредгольмов с индексом 0. Оператор и -* /’(и)ь в силу (9) вполне непре- 
рывен из Н, в Но (это доказывается так же, как выше вполне непрерыв- 
ность м э (и), с использованием ограниченности оператора и >» ў "(и)о из 
Г В 12 (см. (1.1.41). Оператор и > Ли + 251810 — о, очевидно, ограни- 
чен из Я в А, и, следовательно, компактен из Я). в Но. Поэтому оператор 
А, как сумма оператора фредгольмова и вполне непрерывного, - фред- 
гольмов с индексом 0. 
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Заметим теперь, что если рассмотреть А на произведении Бу, У К или. 
Ем Х К, то ядро оператора аА - Г: (и, А) >-аДи ~ и одномерно, и индекс 
этого оператора равен 1. Поэтому и индекс оператора А’: Ер -• М, или 
А": Ем > Но равен 1, так как компактная добавка не влияет на индекс. 

В случае, когда / удовлетворяет условиям предложения 5, оператор Ё — 
класса С2*% в силу этого предложения, а так как А =Д, + Е, где Ё, – 
линейный, то и А — класса С2*°% ш 

Теорема 4. Пусть оператор А: Ер > Нь определяется формулой (5), и 
выполнены условия (6), (7), (9), а также условие 


аи Ре|и|Р° - С, ро>2, Е >0, (11) 
Іи)і<С(1 +1и?2), | (12) 
Ир >(п- 2) (п +2). - (13) 


Тогда существует открытое и всюду плотное в Но множество С, такое, что 
при в Є С уравнение Аи = # имеет решсние и Є Ёо, множество решений 
этого уравнения конечно, и для каждого решения и этого уравнения 
А’(и) — изоморфизм между Ер и Но. Для оператора А: Еу *Но утвержде- 
ние теоремы дословно повторяется с заменой Ер на Ем. 

Доказательство. Прежде всего докажем, что решения уравнения 
Аи = в, где в ограничено в Но, ограничены в Е. Умножая Аи =& в Но наи 
и используя (11), получаем 


МоЙ и |1 +е и Го’ ро <С+18 | Ни +С 1, Пи |< 

< С! + (ио /2) м И + Си 1,2 < С + (о/2) Ни а + (6/2) 1и 10° р, 
(воспользовались тем, что в (11) ро > 2). Отсюда 

1и. < С4, (14) 
где Сг зависит лишь от || ғ |. Умножая Аи=8 на Ди, выводим 

(аДи, Ди) < | (и) | Иди +А ий: Аи + 2 Б, дли || - | Ди |< 

< Си)? + Си И + (о /2) | Ди? + ЕП Аи |. 


Отсюда, так как (а +а*) > 2мо, используя (14), получаем 


Пи 13 < Со) Е + Са. (15) 
Заметим теперь, что, согласно (12), 

Ш) Со + С, ойи По’ ар, : (16) 
В силу тсоремы вложения Соболева 

и 1,2, «Січ, 5=7/2 – п/р), | ‚ (7 
а согласно интерполяционному неравенству, 

Пи Си да, 1<:<2. (18) 


Из выражений (16) – (18) заключаем 
ш) < Со +С, По 2 П 1, (19) 


где 42 = р,(п/2 - п (рі) — 1). В силу (13) 4 < 1ииз (18), (14) и (19) 
185 


ианодим - . . 

Пи № <С:2, (20) 
іде С, 2 зависит лишь от |1 2 |]. 

Из теоремы 3 следует, что выполнены условия теоремы 2.1, где г = 1, 
куе 0. В силу теоремы 2.1 множество регулярных значений А на каждом ог- 
наниченном в Ё множестве В открыто и всюду плотно в Но. Из оценки 
(20) следует, что выполнено условие предложения 2.1 (где Ёо заменено на 
Но и Е — на Бо). Из предложения 2.1 следует, что множество С регуляр- 
ных значений А на Ро открыто и всюду плотно в Но. 

Заметим теперь, что уравнение 4и = # имеет решение при любом ғ Е Н, 
(и, в частности, при р Є С). Полное доказательство этого факта приводить 
здесь не будем. Упомянсм лишь, что априорная оценка (20) справедлива 
для семейства уравнений, зависящих от параметра 0: 


Ави=ади + [- (и) + 5 Ь, ди + ли) (1-0) - 6 Ми = е, (21) 


где М — достаточно большая константа, 0 «0 < 1. Поскольку при [и ||: = А, 
де Е > Сіз +1, а С, — константа из (20), уравнение (21) не имеет реше- 
ний, то, воспользовавшись теоремой Лере—Шаудера или ее вариантами (см., 
например, Красносельский, Забрейко [1], Ниренберг [1], Скрыпник [1], 
Шнирельман [1]), нетрудно получить, что поскольку степень отображения 
Ад при 9 = 1 равна единице, то и при 6 = 0 она равна единице, а поэтому 
уравнение 4и =& имеет решение в 

Теорема 5. Пусть выполнены условия теоремы 4 и предложения 5. Пусть 
оператор А: Ер ХКУ Но, А: (и, ^) А(\)и определяется формулой (5), 
где Х нс фиксировано, а пробегает К. Пусть №5 ={^ЕВ: |^|<^№}. Тог- 
да существует такое открытое и всюду плотное множество С СНь, что 
при Е Е С множество решений (и, ^) уравнения А(\№\)и = в, лежащих в 
Ер ХЛ, состоит из конечного числа гладких кривых Г, причем при 
(и, ^)ЕГ дифференциал А, (и, Х) имеет одномерное ядро и отображает 
Ер ХК на Н. Утверждение теоремы дословно повторяется при замене 
Ер ка Ем. 

Доказательство. Оценка (20) справедлива при | Аі < № с конс- 
тантой С; з, зависящей лишь от Ло ив. Из теоремы 3 сиедует, что для 
оператора А выполнены условия теоремы 2.1 ск=1 иг=2. Поэтому 
множество Ср регулярных значений А на {| и |, <А} Х Ло открыто и 
всюду плотно в Но. Из (20) и предложения 2.1 выводим, что множество 
регулярных значений А на ЕрХ Ло открыто и плотно в Но. Отсюда и из 
предложения 2.3 получаем утверждение теоремы 5 ж 

Замечание 2. Если потребовать дополнительную гладкость /(х, и)по 
х, то условия (16), (17) можно заменить условием монотонности типа 
(1.5.5) и некоторыми условиями на рост д, /(х, и). 


4. ОЦЕНКА СНИЗУ ИНДЕКСА НЕУСТОЙЧИВОСТИ СТАЦИОНАРНЫХ ТОЧЕК 


Пусть 2 Є Ё — стационарная точка уравнения д,и = - 4и, т.е. решение 
уравнения 


~ А(2) = 0. (1) 
Индексом неустойчивости к(2)= 6 2 = іпі(-44(2)) точки 2 
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терь пилы эбен ^^ 
|— =... = шт 7 т 


(или оператора - А'(2)) называется размерность біт Е+(2) инвархийзнло 
подпространства Ё;(2) оператора -- А’(2), соответствующего скулу 
0,(А'(2)) оператора ~ А’(2), расположенному в Ве{>0: 0.(-А’(2))= 
={ ЕС: {Е о(А'(2)), Ве { >0}. Таким образом, 

142=118(— А '(2)) = к(2) = йім Е, (2). | (2) 
Предлопагается, что йт Е.(2) < + <. Как было ранее показано в гл. У, 
если М,(2) — гладкое инвариантное многообразие, то к(2) = м42 совна- 
дает с біт М, (2). Так как М, (2) С Ж, то оценка снизу к(2) дает так- 
же оценку снизу размерности Ж. 

1. Рассмотрим сначала случай скалярного уравнения вида 


Ди + Ли – Ќи) – (х) = – А(и) = 0, хЕЯ, (3) 
при нулевых граничных условиях 
и [зп = 0 (4) 


или при периодических условиях, т.е. хЄ Т" = О. Предполагается, что 
Ки)Є С', где значение [ уточняется ниже. 

Лемма 1. Лусть при любом Х > 0, принадлежащем некоторому неогра- 
ниченному множеству УС В, уравнение (3) имеет решение 2 =2(х, №), 
удовлетворяющее условию х 


120) сео) <М УХЕ У, М не зависит отл. (5) 
Тогда при ХЕ Ү справедлива следующая оценка: 

14 20) =к(^) > МО - С; —А), (6) 
где ММ; А) =М(\) — число собственных значений оператора —А (при 
одном из граничных условий), меньших \, а С - константа, зависящая 


лишь от М. 

Доказательство. Имеем 

-АҶг)о = Ао ~ (2) + 2 =2(х, №), рәр = 0 
или ХЕТ”". 


Оператор —А’(2) — самосопряженный, поэтому его спектр веществен- 
ный, причем, очевидно, 


ш@2= діт Е, (2) = №0; А'(2)). (7) 


Для оценки №0; 4'(2)) воспользуемся принципом сравнения Куранта. 
Имеем 


(А%2)о, о) =(-—Ди:+ у (2)о – №, 0) < ((-А+С- Ао, и), 
где С=С(М> ГСС, №)), 12(х, Х)| < М в силу (5). Отсюда, согласно прин- 
ципу Куранта, получаем 

№0; 4%2)) < №0; (-А+С-– №) = М(А - С; Д) 
и, используя (7), выводим (6) я р 

Пусть {Лк} =0(-А) -- спектр —А. Обозначим через Кр множество то. 
чек ЛЕВ,, расстояние которых до { Х, } превосходит 5 №: 

Ке =: А> 0, @ Е, (Ар) >В <}. (8 
Пусть сначала п = і, Тогда при граничном условии (4) и 9 =]0,1[ 
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Георема 1. Уравнение (3) при п=1 с и) ЄС! в области Я =10,1{ 
һр. граничных условиях и(0) = и(1) =0 имеет семейство решений 2(х) = 


» 0х, А), удовлетворяющих условию (5) для любых ЛЕУ=В°, гдеь> 0 
№ г2аточно велика. Выполняется оценка (6). 


Доказательство. Функция Грина С оператора 4? /42* +\А при 
\ҹ и? п’ ипри нулевых граничных условиях задается формулой 
| апла 0) О<х«<у<1, 
“Хзіпух (т УЛу ча УХА —х), О<у<х<1. 


Слезовательно, С = (\/А зіп УЛ) Кх, у, А), где [К|<1. Если ЛЕВ°®, А> 
>|, то Эп ЄМ, такое, что п? п? +6 < <(п+1) п? — Ь. Отсюда вытека- 


ет, что [м УХ 12 СА ИЛЬ, Уравнение (3) при п= 1, и=2 эквивалентно 
угёзнению 


] 
2 = (/А зіп МА) (К; + КГ@)) =Р(2), Кф =) К(х, у, Х) ФО) ау. (9) 


С(х, у, №\ђ= – 


Осератор Р обладает следующими двумя свойствами: 1) при любом 
фиксированном К > 0 шар В = Вр = (и: | и [с <А} отображается опера- 
тором Р внутрь себя при любом достаточно большом А Є К, если Б = 
= МД) достаточно велико; 2) оператор Р — сжимающий на. В. Действи- 
тсльхо, множитель (УА зіп А) не превосходит при АЄ А0 числа С! /Ь, 
опетатор А ограничен в С(0, 1], а /(и) удовлетворяет условию Липшица. 
Взяз при фиксированном К ЁБ = Б(К) достаточно большим и АЄ А, 
призм п2л2 +0 <) < (п + 1) п -Ь при некотором п Є №, получаем ут- 
вегжоения 1 и 2, Отсюда, согласно теореме о сжимающих отображениях, 
следует существование неподвижной точки 2 оператора Р, лежащей внут- 
ри 8 = Вр. Отсюда |2 |< = | 2(х, ^) с <К а 

З:мечание 1. Очевидно, в (3) при п = 1 можно /(и) заменить на 
Ки, 2), если при |и| <А | (и, №І<С(А) УР. 

2.Рассмотрим теперь уравнение (3) при п> 1 на Т”, В этом случае 
известна асимптотика (см., например, Рид, Саймон [1]) 

МО) = М(Х; —-А) = аА? + (О), АО) < СА" 02 а> 0. (10) 
Для лальнейшего необходимо установить условия на а и Б, при которых 

елвуют АЄ Ки. 

Предложение 1. Существует такое Бо > 0, что при О< 6 Бу для лю- 
бого у 2 1 при достаточно большом ^>0 на любом интервале р = 


а 
= үх? А находится хотя бы одна точка множества Кь, где а = 
= п/2 — }. 


Доказательство. Пусть т(Х) — число точек спектра оператора 
‚ Д, ғзходящихся на /ђ = |А – уЛ!/2, А], у> 0. Тогда, согласно (10), 
то) = ЖО) – МОА АИ?) < ал? — в – И"? +26. "ОР. Отсю- 
да вътекает, что мера ШОХА») точек интервала Г), которые находятся 
на рехтоянии <А" от точек { №}, допускает следующую оценку: 
В) < т(А)25А-* < 24511 — (1 — ул 1122] +4С,5^1?, 
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откуда 
и(‚\Вь) — и@\Вь) әар12 


4С, 
+ 


< 2арп/[2 + 4С, Ьу. 


Если 2а6п[2 < 1/2 и 4С:Ь < | [/2, то при А, достаточно больших по сравне- 
нию с у (721), АВ) < 1; следовательно, Ёр 01% не пусто а 

_ Определим норму | -1; в пространстве Н,(7") равенством |іи ||; = 
= Со и П, ‚ где Гох да+ Как известно, эта норма эквивалентна 


обычной норме || · ||; (см., мапример, Шубин [1]). 


Предложение 2. Лусть Х є 0(-1о) ={ Ар}. Тогда Ұз 20 справедливы 
следующие оценки: 


И +2) и 0, «зырТА р (зри, ар 


(о +) и 1, +10 + у-га, < 
1/2 - " 
«Ср Ох Ам) рир. . (12) 


Доказательство. У месм 
о и = ика | и гах < 


«зар 1А — А» Г? мк к = быр1А — № І) ди 13. 


Для доказательства неравенетъа (12) остается заметить (Шубин [1] ) ‚что 
аи 1, Сб) Циц,, ә): |, < С) 1и 1, 


И (о +)" 5) < ур (2 — ди |1) = 
& 


‚ Теорема 2. Пусть а= п/2 _ |, п>2, Ь>0, Ги) ЕС", 1>1]2. +3, 180 < 
< С, где $ >2[“+2] +112 +]. Преднолагается, что функция Г(и) имеет 
в точке и= 0 нуль порядке р где р> а+1. Тогда при достаточно боль- 


2 р“ 
ших ХЕКь существует Рещение и = 2(х, №) уравнения (3), принадлежа- 
щее Ну, 52 п[2 +1. Оно УДовлетворяет оценке 

Ни [5 < МА", (13) 


М не зависит от ». 
Доказательство. 
нения (3) 


А (ок) = Вх, ХАК, ИАС. ЛС, о |, <С2^", (14) 
п/2+2>5> 1/2 + 1. 


Функцию и; найдем в зиде суммы 
—_ и ~ } -2 
о= и Жи +. вик п +112 <к<1п[2 +1. 


Подставляя эту сумму в (3) и прирағнчвая члены при одинаковых степе- 
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Сначала ищется приближенное решение их урав- 


нях А, получим 
и, иу = ДЕ, из = 426. + (1/2) /'(0)5? итд. 


Точное решение (3) представляется в виде и = у + у, где и в силу (3) 
к (14) удовлетворяет уравнению 


Аи" + = (5 +) — 1(и)) + АКА, (15) 
откуда | 
м2 (А+ А) о +) о) ждж) = Ом. (16) 


Обозначим через В(А-!) = д шар { м: м |; ЗМ, -! }. Используя предло. 
жение 2 ((20 + (А + 1))-' = (д + №7!) и то, что отображение и » (и) яв. 
ляется гладким оператором в Н;(Т") при $> п/2, получаем, используя 
условия теоремы: 

10% 1, < Све (и е +1 1) + Сред к. 


При м ЄВ выводим, отсюда, учитывая, что || о ||, «< СА-!: 
1 Ом |; «С, [2-2 + дар С, це зависит от А. 


Если А — достаточно большое, то ПО |; <М,Х-!; следовательно, Ом Є В. 
Аналогично, доказывается, что оператор (Оу — сжимающий на В. Отсюда, 
по теореме о сжатых отображениях, вытекает существование решения 
м (16), а следовательно, и м= у + м — решения Уравнения (3), удовлст- 
воряющего (13) ж 

Замечание 2. Аналогичное. теореме 1 утверждение и оценка (13) 
справедливы также при /(и) = Ки, А), где (Ии, Х) удовлетворяет услови- 
ям, похожим на условия замечания 1. 

Рассмотрим теперь более общее, чем (3), уравнение: 


—А 1: (и)= Ди + ли – Г(и)- У 9,1 (и) – #(х)=0, хЕТ”. (17). 
Теорема 3. Пусть выполнены Условия теоремы 2 и; кроме 7020, 


ЛЕС", 1> 1/2 +3, и Ли) имеют в и=0 нуль порядка В: ‚8: >а+2. 
Тогда существует решение и = 2(х, \) уравнения (17), удовлетворяющее 
оценке (13). 

Доказательство с очевидными дополнениями повторяет доказательство 
теоремы 2. 

Ниже покажем, что в построенной в теореме 3 точке и =2(х, №) опе- 


Ратор —А\(2), где А, задается (17), имеет тот же индскс неустойчи- 
вости, что и оператор Д+)/ 


Теорема 4. Пусть выполнены Условия теоремы 3. Тогда 
19 (А3 (2)) = па (д + АЛ) = М(Х; Д), (18), 
где 2 =и — решение, построенное в теореме 3. 


Приведем лишь идею доказательства (подробности см. Бабин, Вишик 
[17] ). Как известно, эллиптический оператор на Т” 


-416)о= До + — 12 )ь арау), (19) 
имеет дискретный спектр и конечный индекс неустойчивости: 
119 (43 (2)) < + оо, Обозначим через Р, и Ра проекторы Рисса, соответ. 
ствующие части о, (-4:(2)) и о.(Д+АЈ) спектра операторов — 4:(2) и 
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А + АЈ, лежащей в К№е{ >20. Как известно, эти проекторы записываются 
в виде 

р - —1 - 

Р, = р. (-А1(2) - ‘ар, Рә = ға 7 (А +А/- рам, (20) 
2 


21. 


21 


где 1,, № — контуры, окружающие о. (-А\(2)) и 0, (А +ХГ) соответствен: 
но (операторы (-А1 (2) — Ы)! и (А+! - шу! рассматриваются как 


операторы, действующие из Ё=Н,(Т”) в Е). Эти операторы вполне не- ‘ 


прерывны. Операторы 4А; (2) и А+^ определены на Н;+2(Т”). 
Докажем, что при достаточно больших А 


|| Ро – Р, |< 1. (21) 


Отсюда следует по теореме Надя (см. Гохберг, Крейн [1]), что прост- 
ранства РоЕ и Р, Е имеют одинаковую размерность, следовательно, вы- 
полнено (18), так как Чит Рь ЕЁ = №М(Х; —А). 

Для доказательства неравенства (21) сначала устанавливается, что 
контуры Г, ;и № в (20) можно взять совпадающими. Так как МЄ Кк, то 
А не принадлежит спектру оператора А + Л/ и заключено между после- 
довательными собственными значениями А, и А+: Оператора А: А, < 
<А<А, у. При этом в силу (8) | 


Лк +5“ <<, - ВА". (22) 

В качестве контура [ = /, берется квадрат АВСО, где А=-М, В= 
=2М- М, С=2М+М РЕМ (= 31), причем число М настоялько ве- 
лико, что 0.(--4(2)) и .0.(А + А) содержатся внутри АВСР и на АВ, ВС 
и СР нет точек спектра 4; (2) и 4 + АІ. Точек спектра Д + А нет и на 
АР, так как спектр Д — вещественный и МЄК». Так как 2(^) = 2(х, А) 
мало, то, учитывая условия, наложенные на (и) и / (и), заключаем, что 


АР 00.(.-А41(2)) = $. Действительно, при достаточно большом А ир Є 40 
доказывается, что имеет место следующее представление: 


(-А, (2) — и)" =(А+0-#) 17+ би", | (23) 


где | Оли |, < 112. 

Отсюда следуст АР По, (-А\(2))=$. Поэтому можно взять [6 = /, = 
= АВСР, и оператор Р, корректно определен формулой (20), где 1, = Д0. 
Наконец, исходя из интегрального представления: 

| 


Р, -Рь= . 
ТІ 


а 
при достаточно большом М и ХЄ №ь выводится оценка (21). 
3. Рассмотрим случай стационарной системы уравнений типа стационар- 
ной системы химической кинетики 
--Аи=уао Ди - Ки) +Ли-&=0, дијдп =0, (25) 
где а — матрица размера т Х т, д0 =а. +а_, а, = (ао +а0)/2 >20, #>0, 
(и) удовлетворяет условию '(1.5.4), 2 =соп&, п — Нормаль к д5. Будем 
искать решение и уравнения (25), совпадающее с константой. Такое ре- 
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—= 


Г КА+А и)" А+) 0+0, а, 04) 


иение и — 2 = сопѕт удовлетворяет уравнению 
Бо(:) = —-Л(2) +2 -#=0. (26) 


Так как на сфере |0| = А(р = (0, ... 0") ЕВ”, Г(:)-2 2 СЁ Ро 
-С,,ро > 2) (- Гоо, о) > 0, то, по теореме об остром угле, (26) имеет 
по крайней мере одно решение 2 Є К”, которое зафиксируем. Найдем 
индекс неустойчивости #14 (~ 4'(2)) . Имеем 


~ А(2)о = ао Ди –Ј (г)о + Ао, (д0/дл) 2р = 0. (27) 
Наша цель —оценить снизу размерность біт Ё (2), где Е, (2) — инвариантное 
подпространство — 4А'(2), соответствующее спектру 0; ( А (2)) С 
СО {Кеё>0}. 


Теорема 5. Пусть г Є В" _ решение уравнения (26), и матрица Ф = 
“-/’(2) + М имеет хотя бы одно собственное значение р =# +10 сё > 0. 
Тогда при малыхр > 0 


т 2 = йіп Е, (2) > Сь-"/?, С>0. (28) 

Доказательство. Пусть { №; (х)} — ортонормированный базис 
собственных функций скалярного оператора Лапласа 

Ау; = оу, О= о Зо оз < ‚ (ду: [ дп) [зо =0. (29) 


Следуя Вольперту, Ивановой [1], будем искать собственные векторы м; 
оператора —А’(2) из (27) , т.е. решения уравнения 


А (2) мр = бил, (дм/дп) әс = 0. (30) 


в виде иу (х) = у; (х) ру, ру Є С”. Подставляя такие у; в (30) и учитывая 
(29) , получаем 


(- пода + Ф) р = ёр;. (31) 
Ненулевое р; существует, если ё — корень уравнения 
бе ( – моа +Ф -$1)=0, Кеё> 0. (2) 


По условию теоремы, при р = 0 это уравнение имеет по крайней мере один 
корснь $, Кей = # > 0. Поэтому найдется такое ё > 0, что при ро; < б 
уравнение (32) имеет корень $; =$, (р), Кес, > 0. Каждому такому корню 
отвечает вектор р; ~ нетривнальное решение (31) и собственная функция 
= фур; — решение уравнения (30) с собственным значением {є;. Подсчи- 
тасм, при скольких і выполняется неравенство уо < 5. В силу асимптоти: 
ческой формулы оу ~ С?! получаем, что это неравенство заведомо вы- 
полняется при 
і<і< С; 5"/23-110? = Суу", (33) 


откуда следует (28) ш 

Замечание 3. У уравнения А7! (7 (2) +2) = 0, АХ 1, существует 
решение? = 2 6 (А) порядка 1/Х. (Это нетрудно установить в силу теоремы о 
нсявной функции.) При этом Ф = - Р (20(^)) + № имеет собственное зна- 


чение и’ = + ір с Ё = Вед? > О при больших А. Так как уравнение (32) 
можно записазь в виде 


де (-- гл — АУ (200) +1 6,1) = 0, 
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где $: = А! {, то легко видеть, что решения (32) заведомо сущесия є: ви 
А> № > 1, ро А! <б, < 1. Отсюда, так же. как выше пользуясь ак: +) 
тикой (2; , находим, что последнее неравенство выполнено при 


1 <1< Ср "1212 и паг (А) = іт, (2 (А) > Си "12А. ( 24 


+ 


Замечание 4. Легко видеть, что оценка (28) справедлива также. 
если в уравнении (25) слагаемое Ли заменить на АС, где С — матрица, 
для которой (С+С*) >0. 


5. ОЦЕНКА СНИЗУ ИНДЕКСА НЕУСТОЙЧИВОСТИ СТАЦИОНАРНЫХ РЕШЕНИЙ. 
ДВУМЕРНОЙ СИСТЕМЫ НАВЬЕ-СТОКСА . 


Дается оценка снизу индекса неустойчивости стационарного решения 
двумерной системы Навье—Стокса. Для этого используется пример неус- 
тойчивого стационарного решения, построенный Юдовичем [1]. Аналогич- 
ный пример был ранее построен Мешалкиным и Синаем [1]. | 


Зафиксируем ао > 0 и рассмотрим стационарное уравнение, соответ- 
ствующее двумерной системе Навье—Стокса (1.6.1): | 


[и =рАи + Ви = &(х), , (1) 
при периодических граничных условиях 

и(х, + 2п/а0, х) =и(ху, х), и(ху,х, + 2л) =и(х,,х,). (2) 
Пусть 2 (х) = (- 78 ,:(х2), 0), где к, (х) =#1(х: + 27) – 2п-периодическая 


функция со средним значением нуль, т.е. & (х) удовлетворяет (1.6.3). Зала-: 


ча (1), (2) имсет единственное стационарное решение 20 (х) = (м, (х), 
из (х)) = (ук О(хз), 0), 


050 (х.) = р(х), р=ро = сопѕі, Их. + 2л) = О(х,), (3) 


п т 
Л Чо, 4, =9, Г вс.) 4х. =0. 
1 —п 


Оценим размерность неустойчивого подпространства Г, (2 о). Дия этого 


построим неустойчивые решения уравнения в вариациях системы (1.6.1) 
в точкеи =20: 


д + иди +21 ди +2200 +0! д, + 028,2 + Ур=0, ди! +9512 =0. (4) 
Полагая 91ф = -и*, д.ф = џу!, р = 0, получаем отсюда (см. Юдович [1]) 

д. Де + ух [И х, ) Адуф - О" (х) д] -- в? о > 0. (5) 
Ищутся решения этого уравнения в виде | 

(х, г) = е" (х) у(х + 2п) = р(х), (6) 


где а = Кау, К Є М. Подставляя это выражение в (5), получим уравнение 
Орра Зоммерфельда 


093 -0)у + іа [0493 ~ а) у - Ш". (ә о?у у - 0, (7) 


где А = уи-*. Значениям ос Кео> 0 и соо: ветсзвующим 2л-периоцическим 
решениям у(х, ) Я 0 уравнения (7) отвечают неустойчивые решения о (х, 1) 
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нида (6) (т.е. р > оо `при Е > + оо) уравнения (5). Таким решениямф (х, г) 
вида (6) отвечают неустойчивые решения и = (0!, о?) уравнения (4), т.е. 
ь же при Е -+ + оо (а также уравнения (У11.5.7), где й = 0, получающееся 
проектированием (4) на 27), 


у= др еа, арха), 02 = — 1р = — іае”о аха у, (хз). 


Поэтому функции м = (и, м?) = (0,0?) е7” являются собственными 
функциями задачи 


-А’(2о) и = 01м + (20, м) + 9 (и, 20) = иом (8) 


(где 9 — тот же, что в (У11.5.7)), соответствующими собственному значе- 
нию о Е {ЕЕ С: Вей > 0}, те. мЕ Е, (го). Отсюда следует, что 
т Е, (2 о) совпадает с числом линейно независимых собственных функций 
задачи (8), соответствующих собственным значениям роєЄ {$ Є С; Ке > 
>0}. Очевидно, это число не меныце числа различных значений ое { ЕС: 
: Ке$ >0}, для которых задача Орра -Зоммерфельда (7) имеет нетриви- 
альное 2л-периодическое решение. 

Теорема 1. Существует такое число 6 > 0, не зависящее от ад, что при 
а = а < 5, КЕ № уравнение (7) имеет 2п периодическое решение № (хз) = 
= (ха; вок), причем соответствующие этим а = в К значения в = 0(щК) Є 
Е {{ ЕС: Кер 0} различны при разных К, точнее, Кео(о) возрастает по 
а при О за < б. | 

Доказательство. Зафиксирусм в (7) А = урт? , т.е. зафиксируем 
и > 0, где и достаточно мало. Как показано Юдовичем [1], при достаточно 
малых а, |а| < 6,, существуют соответствующие о = о(о), № = Ух, а), 
удовлетворяющие (7) , причем они аналитичны по ав Оз, (0): 


(а) = Ў ао У, а)= Ў ахз), 1а1 < 81. 6) 
1=0 1=0 
Подставляя (9) в (7), находим 
я 
бо =0, 0, =0, 0. = (А? [2п) Г @ (х )) ах, —}, 
| —п 


где 0 (х›) — 2п-периодическое решение уравнения 230 (х.) = О(х;) со сред: 
ним значением по периоду, равным нулю. Таким образом, при достаточно 
большом А (но фиксированном) о. > 0, а следовательно, сущесгвует такое 
$ > 0, что при О «а < 6 (6 <6,) для функции о = о(а), определяемой ря- 
дом (9), Кео(а) > 0, причем Кео(а) монотонно возрастает по а, 0 <а < 6. 
Каждому значению Ё, такому, что Коо < 6, отвечаст о = 0(%К) и у = 
= у(х; ао) — решение уравнения (7), причем при разных К эти функции 
принимают различные значения ж 

Следствие. Индекс неустойчивости т@(- А’(20)) оператора 
-А'(2 о) допускает следующую оценку: 


113(— 4 (20) = діт, (20): 2[5/оо |, (10) 


где $ > 0 такое же, как в теореме 1, а ао определено в (2). 
Дгйствитсльно, как было показано выше, различным о(даџ) и соответ- 
ствующим периодическим решениям У(х, Као) = {(х) уравнения (7) от- 
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вечают различные решения (и, ио) задачи (8) о собственных значених; д. 
? э 
оператора —А (20), причем м = (и, м2), 


му = е2: 9, (х), из = – ѓаеѓ@х10(х,), ро = ро (о), (11) 


где а = аоќ. Так как Кео(а) > 0, то (у, №) Є Е, (20). Аналогично убеж- 
дасмся, что % = (№, и) Є Е, (20), причем и, очевидно, соответствует 
о(о). Из равенств (11) видно, что ў (о) не совпадает с м (о). Если учесть 
еще, что Кео(а) возрастает при 0 <а< 5, то, поскольку собственным зна- 
чениям о(аок), 0(00А) отвечают по крайней мере две собственные функ- 
ции (а), *(<) , принадлежащие Е. (20), и бок < 6, отсюда следует (10) в 


| Глава “І 


ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТЬ ОПЕРАТОРОВ ПОЛУГРУПП, 
ПОРОЖДАЕМЫХ УРАВНЕНИЯМИ 
С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ 


% 


1. ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТЬ ОПЕРАТОРОВ ПОЛУГРУППЫ, 
СООТВЕТСТВУЮЩЕЙ ЭВОЛЮЦИОННОМУ УРАВНЕНИЮ 


Напомним определение дифференциала Фреше. Пусть 5 -— операзор, 
действующий в банаховом пространстве 2, 5: ЕЁ > Е, , 
Определение 1. Оператор 5 называется диф ференцируемым по * 
Фреше в точке нЕ Ё, если существует такой линейный ограниченный 
оператор 5° (и) (дифференциал Фреше в точке и), 5’ (и): Е —Е, что 
15 (и:) -5 (и) —-5 (и) (и, ии, - и О|и, и (1) 


при всех и; из некоторой є окрестности И, точки и, где у(&) 0 ири # > 0. 
Если оператор 5 дифференцируем в каждой точке множества Х С Е, 
причем у(#) ие не зависят от и Е Х, то говорят, что 5 равномерно · 
дифференцируем на Х. 
В этом разделе изучается дифференцируемость операторов 5 = 5; полу- 

группы { 5, } , соответствующей эволюционному уравнению вида 


9; +Ли = 0, и(0) = ио (5,40 =и(г)). (2) 


Отметим, что в дальнейшем используется дифференцируемость 5, для до- 
казательства на основе результагов гл, У существования гладких инвари- 
антных многообразий, проходящих через неподвижные точки 5;. 

Замечание 1. Дифференцируемость операторов 5,, порождаемых 
цифференциальными уравнениями с частными производными вида (2), 
доказывастся особенно просто в случае, когда пространство Е состоит из 
настолько гладких функций, что все производные по пространственным 
переменным, входящие в оператор А, ограничены. Так обстоит дело, напри 
мер, в случае, когда уравнение вида (1.7.1) порождает полугрупиу в Е + 
с С2*8 (9), геВ > 0. 

Для дифференцируемости 5; в пространствах Е типа 2. (9), Н' (9). 
когда функции и (г, х) или их произволные входят нелинейно в уравнения 
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вида (2), часто требуются, помимо гладкости нелинейных функций оти, 
входящих в А, соответствующие ограничения на их рост. 

В этом разделе докажем дифференцируемость 5,0) по ио на основе 
гсоремы о неявной функции в случае, когда главная часть эволюционного 
уравнения — линейная. Опишем соответствующие линейные уравнения. 
Эти уравнения имеют вид 


д,и + Аи =, м(0) = мо. (3) 


Здесь 4 — линейный оператор, А: Е, >Ео, ио Є Е, аЕ,, Ео,Ё — банаховы 
пространства, Ё; С Ё, Е рефлсксивно. Предполагается, что л = й(#} Е 
ЕЛ. (0,7), Е) = 2, (Е), и решения (3) удовлетворяют условиям 


тег, (Е) ПЁ(ЕР), \ЕС,, ([0, Т],Е)=С„(Е), ` (4) 


где С„ (Е) -- множество функций, слабо непрерывных по г Є (0, Т], со зна- 
чениями в Ё. Поскольку любое слабо ограниченное множество в Ё являет- 


ся ограниченным, то изро Є С, (Е)следуето Є Ё.. (Е). Обозначим через 2 
пространство функций и(г),0 << 7: 


и Є І, (ЕЭП С, (Е), м А = тах( || м (Е) и 1. (Е)), (5) 


и предположим наличие в Ё такого линейного подпространства Ё’, что 
если иЕ Г’, то АЕ 1, (Еу) (Ео С Е_1, при почти всех г 9,;м(1) ЕЁЕ_|, 
Е_: - банахово пространство) и при любой л Є Ё, (Ео) существует един- 
ственное решение м Є Ё” задачи (3). 

Через К обозначим оператор, сопоставляющий правым частям л и мо 
задачи (3) ее единственное решение и Є Ё’. Предполагается, что этот опе- 
ратор непрерывен: 


К:1.(Е,)Х Е Г, К: (1, мо) и. (6) 


Через & обозначим образ пространства С. (Ро) ХЕ в Г, СГ’ СЕ. Снаб- 
дим подпространство Ё нормой, порожденной нормой в 2, (Е) ХЕ и опе- 
ратором К, = К(2, (о) ХЕ), 

Гм е ТЕ (Е) + мо й, при м= (А, мо). (7) 


В силу ограниченности К вложение Я С — непрерывно. В тех случаях, когда 
уравнение (3) параболическое, множество /,' совпадает с совокупностью 
тех функций и Є Ё, лля которых 


д,и Є 1, (Е, ), Аи Е І, (Е; ). (8) 


Для параболических уравнений ® совпадает < Г’. Априорные оценки, из 
которых вытекает ограниченносгь оператора К, определяемого посред- 
ством (6) из 2, (Ес) ХЕ в Г (а на самом деле в —.'), получены (в нелиней- 


ном случае) в разд. 1.5. Из них следует, что для параболических уравнений 
и систем Ё совпадает с Л’. 


В случае гиперболических систем пространства Г,’ и Ё вводятся несколь- 
ко сложнее. Например, для линейной системы 


ди: 2и2, диз = — үи + Ди, +ћ(г), ©) 
соответствующей нелинейной системе (1.8.5), в качестве Е берем 


Но ХН (Н =[2(9)), Е, = Е, Ео ={0}Х Н,Е_,=НХ Н`ЦЯ). 
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Пространство /’ определяется так: 
И ={и= (и, и) ЕЁ: ди, =и,,д,и, ЕН, ди, ЄН”! при почти всех 
Е [0,Т|}. (10) 


Множество функций и Є [’, являющихся при г Є [0, Т] решениями (9) 
сй Є 1,(Н), обозначается через ®&. Априорные оценки, гарантирующие 
‚ ограниченность А (см. (6) ), доказаны (в нелинейном случае) в разд. 1.8. 

В указанных примерах пространство обладает свойством инвариант- 
ности относительно сдвигов по /. Сформулируем это свойство. 

Очевидно, для фиксированного уравнения (3) и пространства І’ соо1- 
ветствующес пространство б зависит только от Г - длины интервала 
[0,7|, &= 6 (0,7). 

Для функции и(г) из С, ([0, Т], Е) при т, т) Є (0, Т], т, < т, 
определено сужение (т; ,7) иЄ С,„([7,, 7:1, Е). Кроме того, для и(г) — 
функции из С,„([7,,7:], Е) — определен сдвигА (т) и, тЄ К: 


(А(7)ч)() = (г –- т), Мт) и ЄС, (т, + т, т. +7] Е). 


Потребусм, чтобы пространства « (0, Г) СС„[0, Т], Е) удовлетворяли 
следующим свойствам инвариантности. При иЄ Ё (0, Т), 0<т, <7, «Т, 
справедливо включение А( т) И (ту, т) и ЕВ (0, т, – т,). Пусть, 
кроме того, из условий й Є С, (0, Т), П(0, Т) и Єв (0, Т), 
л(-Т)П (Т, Т,) иЕВ (0, Т, – Т) следует, чтоцЕ 8 (0, Т,). 

Указанные два свойства инвариананости, очевидно, выполнены в случаях 
рассмотренных выше параболических или гиперболических уравнений, так 
как оператор А в (3) не зависит явно от 7. 

В дальнейшем сформированные условия инвариантности предполагаются 
выполненными. 

Перейдем теперь к описанию нелинейных уравнений с. подчиненной 
нелинейностью. Они имеют вид 

в 


д.и+Аи+В(и)=0, и(0) =ш. (11) 
Сформулируем ограничения на В. Во-первых, В определено на открытом 
множестве И СД: 

ВиЄє1,(Е,) УнЕТ. (12) 
Во-вторых, отображение В: Г, > Ё.(Ео) равномерно лифференцируемое 
по Фреше в каждой точке и множества И СЁ и дифференциал Фреше В (и) 
удовлетворяет условию Гельдера по и с показателем а, 0 < «< 1: 

18 (и,) В (и) И 1,08) 6С [и -и; @ Уц, и, ЕК, (13) 


где С не заависит от ц, из, а зависит лишь от Г. При выполнении этих 
условий будем говорить, что В — класса С! *% на /. 

Уравнению (11) и некоторой функции и Є У сопоставим неоднородное 
уравнение в вариациях 


д,0+ 40+ В (и) о= А, 0(0) =. (14) 


Будем предполагать, что выполнено следующее условие: 
Условие 1. При любойй Є 1, (Е) коо ЄЕ существует единственное 
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решение уравнения (14), принадлежащее ®, и соответствующий оператор 
ОО: Ё› (Е) ХЕ>Ё,О(Н, оо) =0, ограничен. 

Замечание 2. Обычно в конкретных примерах выполнение условия 1 
проверяется по следующей схеме: вначале доказывается, что уравнение 
(14) обладает решением о Е 1' ‚ причем это решение единственно вр’ С/, 
(Є СГ’); затем, полагая А | = — В’ (и) о иучитывая, что й | ЄІ,(Е,), 
получаем из (6), что и, = А (л – В' (и) о) является решением (3), принад: 
лежащим Є, атак как это уравнение имеет решение о Є Г’ и такое реше: 
ние единственно, тои, = р Е 8. 

Теорема 1. Пусть и? = и? (1) Е У СІ, - решение уралнения (11), где 
ис = и? Є Е, и пусть для уравнения (14), где и = и, выполнено условие 1, 
причем для В имеют место усчовия (12) и (13). Тогда найдется такая 
окрестность Ко точки ио, Ко СЕ, и окрестность Г, С ® решения и, что 
для любого из Е Го существует сдинстьеиное решение уравнения (11), 
принадлежащее У 1. Это решение и непрерь. вно зависит от ио, и отображение 
О: ио > и дифференцируемо по Фреше равномерно на Го, причем дифферен- 
циал ( (ио) удовлетворяет условию Гельдера по ио Е С с показателем а. 

Значение И" (и?) оу дифференциала О(и0)в точке ид на вектореоџЄ Е 
совпадает с решением и уравнения (14) сћ = 0. 

Выведем теорему 1 из теоремы о неявной функции, приведя последнюю 
в той форме, которая нам понадобится здесь и далсе. 

Теорема 2. Пусть Ф: ИХ К, >Х, – отображение, где У СХ, У, СХ. ~ 
открытые множества, Х, Хз, А; — банаховы пространства. Пусть выполне- 
ны следующие условия: , 


1) Ф(и, ио) = 0, где и ЕГСХ, 13 ЄХ, ОЄХ;. 


2) Ф (и ш) дифференцир. уема по Фреше равномерно ка У Х Ко, причем 
частные дифференциалы Ф, (и, ио) и Ф. (и, ио) ограничены равномерно 
по (и, и) ЕГХ Ио по норме константой Со. 


3) Оператор Ф, (и, ид) обладает ограниченным обратным: 


(Фи? иу: ХХ, ПФ, (и, иоуу! ох < Ко. 


4) Операторы Фи и Ф, , удовлетворяют на У ХУ, условию Гельдера 
с показателем о, 0<а< 1: 


| Ф, (из,ио2)-Фи (иу, ио! ссх, х,у! Ф, (м, Чо 1) — Ф, (01, #02) 1х, х )& 


<С, - (Пи, — и, 18 + 1иоз – цот 1 „). (15) 
Тогда при достататочно малом р, 0 < р < 1, при 
оо — мб Их, < р(4КоС, 1/0 + 4Ко Со) (16) 
уравнение 
Ф(и, оо) = 0, им, < и(аК С, уе (17) 


имеет единственное решение. Решение и непрерывно зависит от оо, отобрт- 
жение 0: оо > дифференцирусмо по Фреше равномерно на Г, ш - 
класса С'*° на Мо, при этом ПИ" у ху ограничена константой (зиви- 
сящей только от Ко, Си С,), которая стремится к нулю при Ко >0. 
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Отметим. что малость и нужна только для того, чтобы из (16) слева, 
что оо Є Го. а соответствующее и= (оь) С Г. 

Доказательство. Укажем лишь основные моменты доказа: 
ства. Положив у= р – ид, мо = 00 – 0 и обозиачив - Ги, ио, и, мо) 

, . 
=Ф(и но, мо +49) --Ф (5, ио) — Ф „(и?, мо) м - Ф „ (ио, и) њо, нерспи- 
0 . 

июм уравнение (17) в виде Ф, (и, и) м = (и, ий, м, мо) - Фи, (и, ио) м, 
или в эквивалентной форме 


њ= (Фе (ио, и) [Е (ио, и, №, мо) – Фи (и, и) о]. (18) 


Зафиксировав мо, получасм, что правая часть этого уравнения определяет 
оператор С от у. При [мої < ро этот оператор С отображает множество 
Я = (м: ім 1, <р} в себя. При этом 9 СУ, если р достаточно мало. Оперз- 
тор С — сжимающий, если выполнены условия роКоСь + (р +ро)Ко(р“ + 
+оо) С <р,(ро+ р) КС, < 1.Взяв р = р(4КоС, у", р < 1, ро = 
= р/(2+4КоСо), видим, что указанные условия выполнены. Поэтому при 
{уо іх < ро существует единственное решение м уравнения (18), мї; < 
<р (при малом р эта окрестность лежит в Г). Дифференцируемость м по 


мо доказывается стандартно (см., например, Люстерник и Соболев [1], 
Данфорд и Шварц [1]). , 


Ириведем доказагельство выполнения условия Гельдера для И’. Произ- 
водная И’(мо) удовлетворяст уравнению 


Фи, (Ио), Ио) + Фи(И (шо), Чо) С ' (ио) = 0, шо Е Ио. (19) 
Записав такое же соотношение в точке мо, Є Йо и вычитая его из (19), 
положив И (иот) = И, О(ио з) =, Со) = и, попучим 

Фи (и, Мо} —- Фи, (м, мот) + Фи(и, чо) - 01) – 

[Ф.и Нот) — Фи (и, ио)] 1 =0. (20) 
Отсюда, зюльзуясь обралимостью оператора Ф, иоценкой (15), выводим 
Ко ВИ’ О 1 < Фи, (и, чо) — Фи, (ил, Мот) 1+ Ф (и, мот) ~ 
— Ф, (и, ио) О «ССПа в + ио мо, 18). (21) 


При этом использовали равномерную ограниченность И’ на Го. Так как 
О(ио) непрерывно лифференцируемо в Го, то | 
а-у ЗС. имо - чо Ї. 


Подставляя эту оценкув (21), получаем, что (ЕС!1*“(Г.). 


Доказательство теоремы 1. Зацишем оператор О изусловия 1 
в виде О(й, мо ) = Общ + ОЙ, 


Осио = О(0, ио), О, й = ОН, 0) . | (22) 
Вычитая из (11) уравнение для ио, выводим уравнение 
д, (и м?) + А(и — и) +В (и) (и ибо) = В(и°)+ 


+ В'и уи – и?) – В (и), (и – и), = -- 90. (23) 
Используя операторы (о и О, , перепишем эти уравнения в виде 
и-и +00(ио — из) +0, [В(и°) + Ви) (и – №) -В)| = 0. (24) 


Левую часть его обозначим через Ф (и, ио). Очевидно, Ф (ио, и) = 0, те 
выполнен нп. 1 теоремы 2, где Х = 6, Хо =Е, Х, = 1, (Е). Дифференцируе- 
мость по ио очевидна, так как Ф (и, ио) линейна по ио. Дифференциал Ф 
по и ограничен и Ф – класса С! *® по и, так как В — классаС!* “по ииз [ 
в [2 (Бо) и, следовательно, из в, (Ео), а О, ограничен из Ё2(Ео) в 
[0 ‚ Дифференциал Фи (и°, из) совпадает с — Г, те. обратим. Таким обра- 
зом, выполнены все условия теоремы 2. Из теоремы 2 и эквивалентности 
уравнений (23) и (11) сле, ует утверждение теоремы |. При этом И (№) 
совпадает со -- решением (14), гдей =0, так как Ф’, (м, из) = О, м 

Сопоставим теперь уравнению (2) операторы | 5,! по формуле 5, цо = 
= (1), где н() — решение задачи (2). Оператор сужения 


үи=и(т)1 „ИЕР, 0<г<Т, , (25) 
определен и непрерывен из Ё вЕий 7, с, Е) < 1. 


Оператор у, определен на Ё СЁ, так как и(:) Е ЁСС„(Ю, Т], Е) 
слабо непрерывно зависит отг Е [0, Т]. 

Учитывая (1.1.22), получаем, что для любой последовательности р ЭЧ 
Ни (1) 1 < зир 1и(1;) 1. Поэтому №и(г) {<и И, ЧЕ) ‚ и, учитывая (7) и 
(8) ‚ получаем, чго №и(1) 16 <и И, те. 17, 151. ` 

Теорема 3. Лусть полугруппа 15, { , 5,: Е > Е, порождается уравнением 
(11), и пусть выполнены условия теоремы 1 в области У СЕ. Тогда опера- 
тор 5, ио, 0 <1 «Т, соответствующий уравнению (11), непрерывно диф- 
ференцируем по и, Е К, СЕ, причем его дифференциал Фреше 5, (ио) 
Удовлетворяет условию Гельдера 


15, (мо) ~ 5, (мот) И ЕЕ) < С шо - моз ЇЕ. (26) 


Доказательство. Оператор 5, Мо определяется формулой 5, мо = 
= үи. где и - решение задачи (11). Согласно теореме 1, отображение 
цо > ииз И. в Е, — класса С! *@ по цо. Поэтому отображение 5; -- супер- 
позиция ограниченного линейного оператора 7, и отображения класса 
С'*“ _ также будет принадлежать классу С!*“, т.е. удовлегворяет соог- ` 
ношению (26) м 

Замечание 3. Для операторов 5, имеет место полугрупповое лож: 
дество 


5,9,0 = 5,+ти при иЄ Ио, 8 иЄИ,, О<г+7т«7Т. (27) 


Это доказывается так же, как в разд. 1.2, причем используется инвари- 
антность & относительно сдвигов. 


2. ПРОДОЛЖЕНИЕ ПОЛУГРУППЫ ИЗ ОКРЕСТНОСТИ СТАЦИОНАРНОЙ ТОЧКИ 
ДО ПОЛУГРУППЫ ВО ВСЕМ ПРОСТРАНСТВЕ, БЛИЗКОЙ К ЛИНЕЙНОЙ 


Пусть 2 Є ЕЁ - стационарное, не зависящее от г решение уравнения (1.11), 
т.е. 42 + В(2) = 0. Если 2, рассматриваемая как постоянная функция от/, 
принадлежит Ё, то 2 является неподвижной точкой полугруипы {5, } 
построенной в теореме 1.3. В. этом разделе булем изучать полугруппу 
1.59: , которая совпадает с }5,} в окружности точки 2 и с линей- 
ной полугрупной вне некоторой другой окресиности 2. Положим для 
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удобства обозначений и = 2 + у. Тогда уравнение (1.11) относительни, ё 
примет вид 


9,и+Аи+ В(2 +0) - В(2)=0, и(0)=ш – 2. | (1) 
Чтобы построить близкое к линейному уравнение, малые решения 


которого совпадают с решениями (1), понадобится срезающая функция 
ф (п). ПЕ К. Эта функция удовлетворяет следующим условиям: 


фе Со (В), +(1)=1 при |71< 1/2, $(1)=0 при 1121, (2) 
$@1)>20 УзтЕВ. 
Для краткости обозначим в этом разделе: 1: {= = 1 · 1, 1. Пе = 1-11-12 = 
21.1, = |. №. 
Рассмотрим функционал д: и э ұ ((1/є) 1и 1). Потребуем, чтобы 
норма в Ё была гладкой класса С!*%, а именно чтобы функционал у. 


был дифференцируем по Фреше иего дифференциал у. Є Е” удовлетворял 
условиям 


у.м) 1. < СЕТ, (3) 

риз) 02) 1. «Сета Пи, си, 18. . (4) 
Очевидно, 

№.(и) = 0 при {и і> е, уди) = 1 при 1и1<е/2, (5) 

уе) = 0 при їиї2 є ипри 1и 1< є/2. | (6) 


Рассмотрим теперь уравнение (1), удовлетворяющее всем требованиям, 
наложенным на уравнение (1.11), в том числе зребованиям (1.12) и (1.13) 
на оператор В, а также условию 1.1, где и = 2. Наряду с (1) рассмотрим 


уравнение 
д,0 +40 + В'(2) и = (0) (ВС) – В(с +0) + В) 0). (7) 


Очевидно, если 10 (г) 1 < є /2 при 0 <! <7, то решение (7) совпадаег с 
решением (1), а при їо (1) 12 є решение (7) совпадаст с решением линей- 
ного уравнения. Положив 

В, (и) = (2) – В(2 +0) + В'(2) о, (8) 


видим, что В, обладает всеми свойствами оператора В в окрестности И 
нуля в /, и, кроме того, 


В!(0) = 0, В, (0) = 0. (9) 


В этом разделе дополнительно будем предполагать, что действием оиерзто- 
ра В, на функции (1), г Є [0, Т], порождается действием оператора В, 
на значения этих функций при фиксированном значении Г, те. определен 
оператор 


В: ГЭЕ и (В, 0)() = В, (0(0)). (10) 
Через В, обозначим оператор в правой части (7): 
В.о= №.(0) Во. Е (11) 
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В этом разделе будет проведено построение полугруппы {5,} Порождае- 
мой уравнением (7), и доказано, что при соответствующих условиях эта 
полугруппа при малых є близка к линейной (т.е. к полугруппе, соответ. 
ствующей (7), где ү. =0). 

Вначале рассмотрим случай, когда построение полугруппы, соответст. 
вующей (7), проводится особенно просто. 

1. Случай самосопряженный линейной части. Положим А; = А +В’ (2). 
Возьмем в качестве Го гильбертово пространство Н и для простоты будем 
предполагать, что 4, обладает ортонормированным собственным базисом 
(е;} в А Здесь и ниже предполагается также, что А, удовлетворяет требо- 
ваниям, наложенным в разд. ІУ.1 на оператор А. Через Н; обозначим про. 
странства, определяемые (1.1.6). В пространстве Н действует линейная 
полугрутшна {е 4з} , заданная посредством (ГУ.1.9). Обозначим через Е 
пространство 1, _ 5, 6>0. 

Теорема 1. Пусть А, Удовлетворяет указанным предположениям, а 
оператор В,: Е > Н - класса С\*® в окрестности нуля, В, (0) =0,В, (0) = 
= 0. Тогда уравнение (1) порождает полугруппу {5,} , $,: Е Е, которая 
мало отличается на Е от линейной полугруппы {е7 ѓа, при малых є, т.е, 
операторы 8,0 – е зо, 0 <: <Т,, равномерно ограничены в С і*°(Е) 
при 0 < є < є идифференциал по и этого оператора стремится к 0 при 
є > 0 равномернонаЕ х |0, Т|. 

Доказательств о. Решение неоднородного уравнения 


9,:5(1) А, 0(0) = А(0), 000) = 0, 0<г7, (12) 
дается прий Е Г... ([0, Т], Н) формулой 
(г) = Оооо + Оһ, 


где 
{А : 
Оооо =е “1, ОВ) = је ЭА р (т)ат. (13) 
о 


Справедливы оценки 


И Ооо 1, «СП оо ||, -_ (14) 
ѓ 
| (О.А) (2) 1. _ 2:5 с/т - 112—1 ат. угаї зыр ИА) < 
5 
< (Се [5) ма шр 12 (т) (С=с(Т), 0<:<7Т). (15) 
те? 


Уравнение (7) эквивалентно уравнению 
о бош — 019, В,(0) = 0. | (16) 


Это уравнение имеет при ио = 0 решение и = 0. При 0 < є < ео оператор 
В, (о) – класса С'*“ из Ев Н на множестве |и| < є и в силу (5) на всем 
Е. Обозначим левую часть (16) через Р(ш, и). Тогда для Ё выполнены 
условия теоремы 1.2, где Ху =Х =Ё.. ([0, Т], Е). При Т < То иЕЗ ес 
константы Ко, Со, С, в условиях теоремы 1.2 ограничены равномерно, 
при этом в силу неравенства (15) Ко + С, <С,Т° > 0 при Т +0. Поэтому 
в силу теоремы 1.2, если [| оо || <А, то найдется такое Т = Т(Ку, что урав: 
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нение (16), а следовательно, и (7) имеет единственное рен... | 
С((0, Т], Е), зависящее от оо гладко класса С!**. В силу (5) ГИ 
< С Уо Є Е. Поэтому для любых фиксированных То и р для ре»: .,! 
(1), ГЕ [0, 7], уравнения (16) при || < р справедлива ош. . < 
е) <А, К = А (р, То). | 

Решая (16), где оо = 0(КТ), А = 0, 1,..., №, последовательно на отрсз- 
ках (АТ, (К +1)Т], получаем решение О на отрезке [0, То]. Это решение 
единственно в силу локальной по { единственности. Так как (7) не зависит 
явно от Г, то так же, как в разд. 1.2, заключаем, что уравнению (0 соОТ- 
ветствует полугрулиа {5,},5:: Е э Е Отображение 5;и при [и < 2/2 и 
г< Т – класса С! *“ в силу теоремы 1.2. Так как 5;и = бк и, ТО, ВЗЯВ 
К > ИТ, отсюда получаем, что 5, — класса С! *@ УГ. 

Покажем, что 5; близко к линейной полугрупне е ‘Аа при є, близких 
к нулю, 0 <Е<Т,.. Пусть 0(1) = 5,00, и(7) = ет “1 оо. Очевидно, если 
[оо 11 > є, то (г) ии(г) совиадают при 0 < г < го, если го таково, что 
10) {2 еприб <! <го. Поэтому, так как 5,00 -е7'4: оо =5,, 5, №0 — 
—_е-@-: А: 5; о, достаточно оценить разность (г) = и(7) — и(г) при 
ой < 2е. Очевидно, м является решением уравнения 


м О.у. (ит В, (и +) = 0. ` (17) 


Это уравнение имсет вид РЁ (0, и + м) = 0. Для у. В, в силу (5), (8) и 
(1.13) справедлива оценка 


НУ: (5) В, (0) (1) [< Се! *°, о<г<Т,. 


Поэтому ||» (7) | < С’е!*“. Для лифференциала оператора В, = у, В, 
в силу (3), (4) и (9) имеет место оценка 


Но. А, ух (< Сех (О ОТ, (18) 


Кроме того, в силу (3), (4; и (9) у. В, (0) ограничены равномерно в 
С'*° при є < во. Воспользовавшись тсоремой 1.2 и (17), получаем, что 
производная и’ по из стремится к нулю при є ->0. 

Отсюда следует, что {5,| близка к линейной полугрупие. 

Замечание 1. Утверждения теоремы 1 верны и в случае, когда опе- 
ратор 4; — секториальный (определение секториального оператора см., 
например, у Генри [1]). 

Ниже подгрупиа. близкая к линейной, будет получена при предполо- 
жсинях относительно В и А другого тииз, чем сделанные в теореме 1. Эти 
предположения - того же типа, что были сформулированы в разд. 1. Ис- 
пользование излагаемых ниже результатов позволяет продолжить до полу- 
групп, близких к линейным, полугруппы, построснные в предыдущих гла- 
вах н соответствующие дифференциальным уравнениям, прч зом решения 
уравнения (7) отыскиваются в тех же пространствах, в которых отыс- 
кивалось решение уравнения (1). 

Замечание 2. Можно было бы в конкретрых примерах, расемзари- 
ваемых в следующих разделах, продолжение полугрупп из окрестности 
стационарной точки до полугруппы {5,}, действующей во всем простран- 
стве и близкой к линейной, основывать на теореме 1. Авторы прелпочита- 
ют использовать формулируемую ниже теорему 2 для единообразия изло- 
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жения, чтобы построение {5%} соответствовало построениям {5;} , про- 
водимым в предыдущих главах и в теорсмах 1.1 и 1.3. 

2. Общий случай. Пусть оператор В, :Ё, = Е П Е, э Ес удовлетворяет 
условиям 

ИА; (и) 1 <Сіи |1 *@ (1 + и), &«>0, (19) 

НВ; (и) — В, (0) №ю Си – о П (и |+ ЮО + Пи | +15), 00) 


где С = С(|и||). В силу этих оценок оператор В; определяет ограниченный 
оператор из Ё = 1, (Е) П С, (Б) в 2, о) = Х,. Предполагается, что 
В, :ЕПЕ, Е дифференцируем но Фреше, причем 


Ев. (ш)о 1 Січ [@ + Пи Ной + По], (21) 
где С зависит от [и ||. Кроме того, выполнено условие Гельдера 

Н (В1(м2)— В; (и, ) о1о < 

< Сиз – и," [Пой мо Ша + Нм, Иа + 1) + Ной}, (22) 


где С зависит от || м; |, Ни? |. 
Из неравенств (21) и (22) следует, что В ограничено действует из 2 
в [2 (Ео) и что выполнено условие 


| (Ви) ~ Ви, до, (Е, «Сш - иу 19 (в) ПУНА» (23) 


где С’ зависит от || и, г, 10: ||. Отметим, что показатели а в (23) ив 
(1.13) могут отличаться. 

Теорема 2. При указанных выше условиях найдутся такие бо, в > 0 
и С° > 0, что при 0 < є Зв и! < 260 уравнение (7) имеет единствен- 
ное решение в «, удовлетворяющее условию Поне < С°. Оператор И: оо ~ 
әр – класса С!**%, дифференциалы И’ и константы Гельдера для О ограни: 
чены равномерно по є > 0, є <єо, Ооо [я <р У оо, р у О при є > 0. 

Доказательство. Так как В, определен на /;, то, согласно (11) 
и (19), оператор В› определен на Ё, а его значения принадлежат Г; (Бо). 
Перенишем (7), используя обозначения (1.22), в виде 


о-– О. Взи- Ооо = 0, Нь|< С°. (24) 


Левую часть этого выражения обозначим через Ф (и, оь). Очевидно, (24) 
имеет вид (1.17), где ио = 0. Проверим, что условия теоремы 2, где и =0. 

ио =0, Х=В СЬ, Хо = Е, Х, = 1, (Е), выполнены при всех малых є, 
причем константы Со, С: и Ко не зависят оте, 0 < є < є0. Так как 


Ф, о (8, ио) = — Оо не зависит от є, то Ко не зависит от єи || Фи, (и, ио) |< 
<С, о, причем Су о не зависит от є. Оценим норму ф’. Очевидно, 
фи (и, мо) = Іх – О! В} (и), (25) 


где Гу — тождественный оператор в Х = Є. Очевидно, достаточно оценить 

норму оператора 0,8; (и) из 6 в Ё. Так как О, ограничен из Х, в @, 

а 101, < Сое Уо Є В, то достаточно оценить норму В; (и) из 2 в Х,. 
Согласно (11), УЕ Л 


В.(и)о= В, (и) фе (и)о+ фе (и) Ву (и). (26) 
Поскольку 2 С С„(10, Т], Е), то у. (и) = у, (и (0) Е Е° Уг определен 
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| 
на Ё. Согласно (10), (5) и (6), достаточно оценить (26) по норме х Рь 
при 1и < є. Очевидно, 


Т 
182 (и)о іх, < (7 18,00) пох (#41) 1/2 Х 
Х зир! фе (и) |. зир (1 (1) ||: Є |0, Т]} +11. В; (и) И х,)ћо й, ,(27) 


х(Г)=0 при [и(7) 1 > є, х(@)=1 при | ч(г) 1 <. 
Из условия (19) получаем, что 
| Вз (м (2) ХО) < С, е2" 2“ (1 + иг) 1). | (28) 


Учитывая это неравенство, а также (3) для оценки первого слагаемого 
в правой части (27) и неравенство (23), гдеи, =и, из = 0, для оценки вто- 
рого слагаемого, выводим из (27) 

| 82(и)о о х,) < Сей зир (1о():гЄ [0,Т]} + Сео, < 

< С> Е“ их. (29) 


Таким образом, || Ф, (и, шо) || < Со, где Сто не зависит от є при малых є. 

Получим теперь оценку константы С; в неравенстве (1.15). Для этого 

достаточно вывести соответствующую оценку константы Гельдера для Лз: 
И Фи (м2, ио2) — Фи (и, мот) Иса, в) = 101 (В (и) – Вз (ил) ка, в) < 
«СИ В> (и. )- В, (и) Пел, х): 


Получим сначала оценку для оператора В, = №, (и (Е) )В, (и(#)) при фик- 
сированном г. Положим при фиксированном Е ЕО Е, 


СЕ=!| (82 (и. )- В. (и, о о/ [из – и, |, (31) 
При оценке СЕ рассмотрим четыре случая: 1) ([и, ! > 26е, [и | > 26; 
2) ћи | > 26, 1и, |< 26; 3) 1и | <2е, [и 2 26; 4) ћи, || < 26, ћи, |< 
<2е, В случае 1 СЕ = 0. В случае 2 СЕ = | В (и; о Им фи, 1. Очевидно, 
что СЕ = 0 при [[и, || > є. Поэтому в случае 2 достаточно оценить Са при 


Нм» 1 > 26, 1и; | < е. Имеем [и: – и || > 1и | — 1и | 2 е2 Ни, |. Та- 
ким образом, 

С < Ва (и!) о Ли, 11“. (32) 
Для оценки правой части (32) воспользуемся (26). В силу (19) 

| В, (и) № < С(1+Ни |, )|и |". (33) 
В силу (22), глем, = 0 ии, = и, 

| В: (м) о №ю <Сіи | ои +1) + До). (34) 
Применяя (26), (33), (34) и (3), геи = и, ћи, | <е, получаем из (32) 

Се < СШ оС я По, 1 + м + Но]. (35) 


Эта же оңенка верна и в случае 3, который совершенно аналогичен слу- 
чаю 2. 
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Рассмотрим теперь случай 4, т.е. |и, | <2е, [и, | < 2е. Согласно (26), 

|2 (и: )5-— В (м2) о о < || (Фе (и) о) В, (и) - (Фе: (02) 0) В (из + 

+1 10е (и, )В1(и,)- Че (из) В> (из оо. (36) 
Первое слагаемое в правой части не превосходит 

| (фе (м1) — фе (м2) о В, (и Дю + | Фе (из )о | И В, (м1) — В: (из) < 

«Сет “и, – из ео Си, 119 (1+ и |1) + 

+ Сео (и: |+ Пи Па + Пи, + м Нм, — 2 0 < 

«Со + Им, Ш + о 1) Ни, — м П“. (37) 


Здесь воспользовались (33), (19), (20), (3), (4) и тем, что Ни, | < 2, 
|м: | <2е. Второе слагаемое в правой части (36) оценивается при помощи 


(14) и (22) через 

| фе (иг) — фе (ма) | В (и )о По +1 фе (и2)0 1 10816001) – Въ (из) о < 

«СЕН ии — и Ноа + м, В) + То о |7 + 

+ С|и, — и, |“ Ша +1 м2 |, + Пи, В) +00) 

«Си: — и |" Шо + фи, + [и ә) + По |1]. (38) 
у овавшись (37) и (38) для опенки правой части (36), получаем 
н» (36 

| (82 (м1) – В> (из )) о о < 

«См, — и, “Шона + мым, В, + [м2 Ш) + Ной]. 


Поэтому и в случае 4 справедливо неравенство (35). 
В силу (35) и (31), еслии; =и, (1) Є Дини, =и2 (1) ЕЁ, то 


108201) — В2 (и), е, < Сзир {Пиз (1) – и (в): гЄ (0, Т] Х 


Т 
Х Шо (е, + 0р Шо): 6 10, трса + м; (0), + шо (2), г)" 2] < 


«Си фи, ИЕ (Е)! и (Е) + о 12. 720106. + Им, 12 + [м 5) 
«С|] и, – и; ІА Пой, (1+ 11и, 1х, +0 1). (39) 


Отсюда и из неравенства (30) следует, что выполнена оценка (1.15), где 
С, не зависит от є. 

Таким образом, выполнены все условия теоремы 1.2. Из этой теоремы 
получаем утверждение теоремы 2 № 

Покажем теперь, как строить решение уравнения (7) не только ири 
[мо | < 50, но и при любых по Є Ё. (Предполагается, что вынолнены ус- 
ловия теоремы 2.) Возьмем є из утверждения теоремы 2 настолько ма- 
лым, что Е < ёо. Пусть теперь шо Е А. Если [мо | 2 бо, то положим и; = 
= Оо (ио), Оо — то же, что в (1.22). Очевидно, и: является решением урав- 
нения (1.14), где л = 0, ро = но, и = и. Рассмотрим числовую функцию 
Ци, (се (0, 7]. Так каки, Є С,, (10, Т, Е), то, согласно (1.1.22), 
множество М = {г Є [0, Т]: |и, (1) 1 < 50} замкнуто. Если М = ф, то в 
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_ качестве решения уравнения (7) возьмем и: : | 
и (Г) =и, (Г) при 0<:<Т. (40) 


Если М = $, то положим 9 = іпЁ {1: г Є М). Так как | и, (0) 1 > 5, ам 
замкнуто, то ѓо > 0. В качестве решения задачи (7) возьмем следующую 
функцию: 


и(1) = и, (1) при 0<г<7, (41) 
и (10 +7) = 0(1) при 5 < +77, | (42) 


где (г) — решение уравнения (7) с начальным условием щ = и; (19), 
существующее согласно тсореме 2. Если же ||ио || <бо, то положим 


и(=0(:), 0<:<Т7, (43) | 


где (1) — решение уравнения (7) с оо = ио, существующее согласно тео- 

реме 2. Построенные таким образом решения назовем стандартными. Оче- 

видно, что (40) и (9) — частные случаи (41) и (42), соответствующие 
=Ти ғо = 0. 

" Теорема 3. Если выполнены условия тсоремы 2, оператор О в условии 
1.1, соответствующий и = 2, ограничен равномерно по Т, 0 <Т < То, УТь, 
є < о И є, мало, то решение уравнения (7) из ® единственно и совпадает 
со стандартным решением. Уравнение (7) порождает полугруппу {5,}; 
5:: ЕЕ, 

Доказательство. Пусть и;, из — два решения уравнения (7), 
принадлежащие Є, и; (0) = и, (0) = ио. Докажем, что существует такое 
т> 0, что 


и, (г) = и, (1) при ОФ т. (44) 

Рассмотрим два случая. Первый случай — это || ио! > ёо. Так как и;, 
из Е С, (Е), то, согласно (1.1.22), ћи, (1) 1 > бо, 10: (Г) | > 5% при 0 < 
31 < 1%, Го > 0. Так как у, (|01) = 0 при [и > б, тои, = и, = Ошио, 
О < 2<ц, и в этом случае формула (44) доказана. Второй случай - эщ 
когда 


|| ио | <. Так как и, из ЕС, (Е), то Пи. @)Н, || и2(г)|| <А 
ҮгЄ [0, То]. Таккак и, и, Є/,([0, То], Е,), то 


2 | 
| (Им; (2)? + [м2 (г)!?) 41-0 при Г-0. (45) 


Отсюда получаем, что нормы и; ии в І, ([0, Т], Е, ) ограничены едини-. 
цей, если Г<Т,; и Т; достаточно мало. 

В силу (24), (19), ограниченности О;, Оз и ограниченности уо в Ё кон- 
стантной бо, ограниченности ит, м2 в 1, (Е!) константой 1 (и учитывая, 
что, согласно (5), №, В, (и) = В, (и) достаточно оценивать лишь при [и || < 
<е,є< бо), имеем при Т «Т, : Пи; |1, <С, 1и. |1, «С, где С зависит лить 
от бо. 


В силу (24) и, — и, = О, (Вч, – Виз). Отсюда | и, ~ и, г «10,1: 
1 
"| Взи: – Виз |1, (Е) = 1011 ° 1/82 (из + 0(иу – из)) (и, - м.) Х 
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’ 101, (Е, ) - Норма из +9 (и; – из) ограничена при Т < Т,в 1 ( [0, Т], Е, ) 


и 1. ([0, Т], Е) константой, зависящей только от А, поэтому из предыду- 
ьжго неравенства и из (29) выводим 


Им; — и. |1 ВО | Се | и, – из |, 


$. С, зависит лишь от К. При достаточно малом є получаем отсюда, что 
и: (1) = и, (1) при0< 7 < Т,. Поэтому равенство (44) доказано. 

Из соотношения (44) следует, что множество тех г, для которых и! (1) = 
*ы: (г), открыто на [0, Т]. С другой стороны, так каки, и, Є Су, ([0, То], 
Г). это множество замкнуто. Поэтому и; (1) = и, (1) при Є [0, То} УТо. 
Заметим теперь, что поскольку в силу свойства инвариатности & стандарт. 
№ж решение принадлежит 6, то любое решение уравнения (7) из Ё совиа- 
дет со стандартным. Доказательство того, что (7) порождает полугруппу, 
проводится так же, как в разд. 1.2 а 

Теорема 4. Полугруппа {5,}, построенная в теореме 2, состоит из диф- 
ў«ренцируемых класса С**“ по и операторов. При этом ҮІ > 0, г < То, 
операторы 5 = $, равномерно дифференцируемы на Е и имеет место оценка 


15; (мо) -- 5, (0)! <р Уи Є, 0<:<Ть, (46) 


где р —0 при є +0. Нормы |5; (и) 11. (определяемые (У.2.10)) также ог- 
річичены равномерно пог Є [0, То] наЕ. 

Доказательство. Будем считать, что То в теореме 4 совпадает с 
Т в теорсмах Зи 2. Заметим, что оператор 5,(0) совпадает с линейным 
елератором 7; Оо, порожденным урзвнением (1.14), где л = 0, у, — опера- 
10р сужения. Если || ио || < бо, то оператор 5, строится как композиция 
оператора И из теоремы 2 и оператора у, сужения функций из С,, ([0, 1], Е) 
нь фиксированное значение г. Поэтому 5; (ио) = у, И’ (шо). Так как И” (0) = 
= Оз, то в силу оценки Гельдера НО’ (шо) _ 07" (0) | < С] шо |* получаем 

17: И’(мо) — 1:0 (0) | < С! 80, (47) 
гле С; не зависит отг Е [0, Т}, оте ео, от цо при || мо | <50,, або бо, 


пре є ә 0 можно выбрать сколько угодно малым. Из определения сзам- 
дартного решения имеем 5;ио = 5,_, 5, Чо, Где |15, йо 1 «бо. Поэтому 


5:(ио)оо = 5:1 (5, №0} 51, (чо) уо. (48) 
Огятъ-таки в силу определения стандартного решения 

5. (ио)о= уг Ооо= 5; (0). | (49) 
Согласно (47), 

5:., (5: Чо) № = 5:1, (0) + Ки, ПК ИС, 0. (50) 


Из 50), (48) и (49) получаем 
$: мо} = 5, (0) оо +К; (0) оо. 

О::д2, из (50) и ограниченности Оо выводим 
15: (мо) о — 5+ (0) | <С56. 


Так кзх при малых є бо можно взять сколь угодно малым, то выпол- 
нево (46) и 
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Предложение 1. Если Е — гильбертово пространство, а функция ф уга. 


летворяет условиям (2), то для фе (и) = Ф (є и5) справедливы кера. 
венства (3) и (4). 


Доказательство. Очевидно, что у, (п) = ж ({/п) – класса Со (К). 
Для краткости обозначим |: |= = 11:1, и 12 = (и, и). Очевидно, №, (и) = 


= ф: (1412 е7). Функционал |и|? = (и, и) дважды дифференцируем по 
Фреше. Очевидно, 


фе (и)о= ри (Пи 1272) 26и, 0)еє7?. (51) 
Так как правая часть (51) отлична от нуля лишь при || “|| <є, то 

Пе) < Сет [и | - Пой Сето. 
Отсюда следует (3). Докажем (4). Очевидно, 

1А р і а ? 

фе (из) — У. (и). =] 20 ф (би, + (1 – 0)из)оаВ. 

Ноэтому, согласно (51), 
. 1 

Ее (из) — фе (иг)о1= |] [еи (1-0 02672) (ие, и; — из )є7* (мо, у) + 

+ бл (1 чо 12е72)(и; =” из, 0) 6-2] 40, 


где но = ди, + (1 – 6)и,. Так как выражение под знаком интеграла от- 
лично от нуля лишь при || мо | < Е, то 


. 1 
| фе (из) и фе (и: 01 <] Се оі: а, — и |0 = 


= Сео: | и: – и, |. 


Ири Им: | < 26е, [из | < 2є отсюда следует (4). Случаи |[и; | «26е, [из || > 
=> 2є рассматриваются так же, как при доказательстве тсоремы 2 при оцен- 


ке Ов (см. (31)) в 


3. ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТЬ ОПЕРАТОРОВ ПОЛУГРУППЫ, 
СООТВЕТСТВУЮЩЕЙ СИСТЕМЕ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 


Рассмотрим параболическую систему с линейной главной частью 


я 
д,и = али — х,и) + Ў Дх) ди + Хи + (х), (1) 
і= 1 

ди 

—— | > 0 А (2) 
дп го 

или | 
Шо =0. (2) 


Для краткости будем предлолагать, что Г(х, и) = (и). Здесь, как ив 
разд. 1.5 и = (и!,...,и"), / = (71,0...) Ы = (Ы... 6). Изучим . 
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сначала нелинейный оператор и -> /(и) из (1). Будем рассматривать 
его на пространстве ЖС 2: 


І ={и: ие 1. ([0,Т], Н') п 1,00, Т],Н°), 
= Пи: ди Є1([0,7], Н), 6) 


где Н! и Н? соответствуют граничным условиям (2) или (2°) (Н! = 
ди 

= (Н'С9))" ги, = 0) или н'-(ицау” ДЕ = 2), В урав. 
дп |ә 


нении в вариациях (1.14), где В (и) = (и), встречается член’ В'(и)о = 
= Ли» =Г(и(1)) 2). 


Лемма 1. Пусть функция Г Є С'(К”", В”) удовлетворяет соотношению 


и) і< Са+1ы |, у=4/(п-2) при п>2. (4) 
Тогда при ие Н'П Н? 
Го < СН (1+ 1ы 1.) + Со, А (5) 


где С зависит от \иї,. Еслии, о ЄІ,„(Н\) ПЬ.(Н”) = Е, то линейный опе- 
ратор умножения и > ў'(и)о непрерывен из Ё[»(Н') в Ё2(Н) и ограничен 
при и, ограниченных в І. 

Доказательство. Рассмотрим случай п> 2. Воспользуемся пред: 
ложением 1.1.3, где ро = 2, р = рз = р, = 2(у + 1) = 2(1 + 4/ (п – 2)). 
Согласно теореме вложения Соболева, Ё (52) 2 Н ^ (52), А = п/2 — п/р: = 
= 2пі(п+ 2) > 1. Согласно интерполяционному неравенству, 


УК, р, < Сы < Си Ми". (6) 
Из предложения 1.1.3 получаем 
мо < СП 12А 11 т + а 002-000-100), (7) 


откуда при помощи неравенства Юнга выводим 
уо < С, Но +в, + ваа уер. 


Так как ~у(А - 1)/(2 – №) = 1, то отсюда следует (5). 
Из (5) получаем 


Т 
Гео ну < С КоВ а +10 В) а + . 
0 


+С, } до 41 < Сз їо 1 (+1 1, ). (8) 
Лемма доказана в 
Предположим теперь, что функция / (и) удовлетворяет условию 


би + м) — Ги) 1 < Са +10)? и, (9) 


где 1/(р+ о) > (п- 2) /4, причем р? 0, а > 0, а может быть сколь угодно 
малым числом. 


Лемма 2. Если функция / (и) удовлетворяет условию (9), то оператор 
и э { (и), действующий из Н? ПН! вН, принадлежит классу С\** на огра- 
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ниченных в Н? Н! множествах. Справедливо неравенство 

(Личи) – (и) о 1 < 

< Сб ПУ (1+ йи +1) + СБ, а'> 0, (10) 
где С = С(ПиЇ,, №1). Индуцированное отображение и(г) > Г(и(!)) - 
класса С\*“ из в1,(Н). 

Доказательство. Рассмотрим только случай л > 2, возьмем 
р+а = 4/(п — 2). Воспользуемся предложением 1.1.4, где ро =2,р; = рз = 
=р: =2(1+р+ а) .Согласно теореме вложения Соболева, Гр (9) 2 НА (9), 
где А = п/2 — п/р, = 2п| (п + 2), 1 < АХ < 2. Поэтому из (1.1.44) получаем 

беъ) - (и) о СБТ (1+1 В + ШВ). (11) 


Согласно неравенству (6), выводим отсюда при Ли, Г! <А: 
(и + м) - Гао < 
< С, Пу -^ іо! 109 10 Оа (1 + Ши 12+ 
+ 00—127), , (12) 


где С; =.С,(К). Отметим, что суммарный показатель (А - 1) (1 + р+ о), 
с которым входят в (12) нормы и, о, ув И 2, равсн 1. Оценив правую часть 
(12) при помощи неравенства Юнга с показателями а = 1/(А ~- №, 4 = 
= 1/(2 — А), получаем из (12) 


(Личи) – (иу) о И < 
< Сой 27° фы, + 0100, 0 08 ср + а 02. 


+ ПА 122.1 1/2-^№)} < 


< Сай 2 е [ри + ой, + Пий, +1). (13) 


(было использовано то, что (А — 1) (а + р)/(2 – №) = 1.) Отсюда следует 
(10). Интегрируя неравенство (12) по г и пользуясь неравенством Гель: 
дера для оценки интеграла от нормы в Я, заключасм 


| (+) 7 (и) ой, н) < 


А А— -А - (А 1) 
< Санту ТоЙ (на) КС И 


А — 1 
+ | иа 008). (14) 


Из этого нерзвенсіва выводится дифференцируемость и > (и) из 
(НМ?) бЕ.(И') в Г›(Н) так же, как из (1.1.44) выводилась дийферен- 
цируемость 1 в доказательстве предложения 1.1.4. Из соотношения (13) 

так же следует, что отображение и э / (и) — класса С! *9 
Вернемся к уравнению (1). В разд. 1.5 при соотвстствующих условиях 
на / (см. теоремы 1.5.2 и 1.5.3) задачам (1), (2) и (1), (2) поставлена в 
соответствие полугрупиа { 5,}, 5,: Н > А. При этом в склу (Н, Н')-огра- 
ниченности { 5, } при г > 0 просгранство Н' инвариантно, 5,Н' С р 
У: > 0, т.е. можно рассматривать сужение 5; на Н 1. В доказательстве тео- 
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рем 1.5.2 и 1.5.3 получены оценки вида 
і 
иб) В + Л №ыа) В ат < СОКО) В +1212 + 1). (5). 
0 


Теорема 1. Пусть уравнение (1) удовлетворяет условиям теоремы 
1.5.2 или 1.5.3, и пусть, кроме того, выполнено условие (9). Тогда полу- 
группа{5,}, соответствующая (1), (2) или (1), (2') и суженная на Н!, 
состоит из дифференцируемых в Н! операторов 5}. Эти операторы диф- 
ференцируемы равномерно на множествах, ограниченных в Н', при этом 
производная Фреше 8; (ио) удовлетворяет условию Гельдера 


15:(мо +0) — 5.40) 1, ні н < СЁ, | (16) 


где и’ — то же, что в (10), О<#<Т, С=СИио |, їмо, , Г). 
Неоднородное уравнение в вариациях, соответствующее (1), при и(1) = 
= 5:40 имеет теперь следующий вид: 


до -аАи — Ў Ыд +7 (и(г))о = һ, Чу. (17) 


Доказательство состоит из проверки выполнения условий теорем 1.1 и 
1.3 в рассматриваемом случае. Проверим сначала выполнение условий тео- 
ремы 1.1, где © и /, определены в (3), Ёо = (1;(9))", Е=Н'. Уравнение 
(17) имеет единственное решение и Е Х при любых л Є Ё,(Ё), в, ЕЁ, 
причем если й и цо ограничены но норме в Ё. (Бо) Х Е, то о ограничено в /,. 
Доказательство проводится так же, как в разд. 1.5 в нелинейном случас. 
Таким образом, соответствующий оператор К: (й, уо) >09 ограничен из 
112(Ео) Х Ев Ё и выполнено условие 1.1. Выполнение условий (1.12) и 
(1.13) следует из лемм 1 и 2. Итак, выполнены все условия теорем 1.1 и 
1.3, и получаем теорему 1 как их следствие м 

Пусть 2 Є Н? — решение уравнения 


али – Дх, и) + ХЬ(х) д;и + Ли+е(х)=0, | (18) 


удовлетворяющее одному из граничных условий (2) или (2'). Рассмотрим 
уравнение | 


д: = адо + ХЬ(х) до + № + Ги, и + 


+ о(їи – 21, /е) (Лх, 2) + Их, 2+0) – Ах, г)о), (19) 


которое при №51; < є совпадзет с уравнением, получающимся после под: 
становки в (1) и = 2 + р. Здесь р — функция, удовлетворяющая (2.2). 

Теорема 2. Пусть выполнено условие (9). Тогда уравнение (19), где 
с > 0 достаточно мало, порождает полугруппу {5}, 5: Н' > Ні. Дейст- 
вие операторов 5: в є-окрестности нуля совпадает после замены и =2 + у 
с действием в окрестности точки г полугруппы, порождаемой (1). Опера- 
торы 8 — класса С!**, а > 0, равномерно на Н! и равномерно по 
Е < ео. При этом 1 (5) (и) – (54) (2) 1 <и, р> 0 при є > 0 равномерно 
пог, и, 0<1<Т, иЄН'. 

Доказательство. Воспользуемся теоремами 2.2—2.4. В силу лем: 
мы 2 выполнены условия (2.20) и (2.21) этих теорем. Норма Й. |; гиль- 
бертова, и, согласно предложению 2.1, выполняются (2.3) и (2.4). Осталь- 
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ные условия теорем 2.2—2.4 проверяются так же, как в теореме 1 при г 
мощи лемм 1 и 2. Поэтому из этих теорем следует утверждение теореми 21 

Приведем теперь следствие из дифференцируемости { 5, }. 

Теорема 3. Лусть выполнены условия теоремы 2. Тогда для любо, 
решения 2 уравнения (18) и для любого числа г, такого, что нет точек { 
спектра (5#)’ (2) с|1$|=х, существуют инвариантные многообразия 
М, (г) и М_ (г) класса С'*% полугруппы {5*}, соответствующей (19), 
касательные к ЕЁ. (ғ) и Е_ (7) соответственно и определяемые формула- 
ми (УМ.211) и (У.2.42). Эти многообразия локально инвариантны относи- 
тельно локальной полугруппы, порождаемой (1), (2) в окрестности ста- 
ционарной точки 2. 

Доказательство Полугруппа ((5,)' (2)} дифференциалов 5: В 


точке 2 порождается уравнением (17), где и(!) =2. Это уравнение имеет 
вид (1У.3.6). Согласно теореме 1У.3.4, полугруппа ((5)' (2)} почти 
устойчива. 

В силу теоремы 2 выполнены условия теорем \.2.1 и \.2.2, где и —>0 
при є —0. Поэтому при достаточно малых є в силу теорем У.2.1 и \.2.2 
существуют М, и М_, причем М, инвариантно в силу теоремы \.2.3, а 
М_ - в силу тсоремы У.2 4. 

Рассмотрим теперь случай, когда у полугруппы, порождаемой (1), 
имеется функция Ляпунова. 

Предполагается, что в (1) 

а*% =а, 65.(х)=0, Их, и) = ӘЕ/Әи!, (20) 
где Е: О ХК” > К. Рассмотрим полугруппу, порождаемую (1), (2) или 
(1), 2’) в Е= Н! пи, о = 0) или Е= 7 п (әидні,д=0). В этом 
случае, как показано в разд. 11.3, полугрунпа {5,) , порождаемая (1), 
имеет функцию Ляпунова (см. (Ш.3.18)) и, согласно теореме 11.3.3, 
аттрактор полугруппы {5,} имеет вид %{=М"(®Н'.Н!). 

Теорема 4. Пусть выполнены условия теорем 1.5.1 и 1.5.4, в том числе 
(1.5.8), (1.5.9) или (1.5.5), (1.5/7'’), и пусть выполнены условия (9), (20) 
и (113.16). Тогда в пространстве (1, (9))”" существует открытое, всюду 
плотное множество С, такое, что при е ЕС (в = в (х) – функция из (Р)) 
полугруппа {5,}, порождаемая (1), (2), обладает регулярным аттракто- 
ром % и для ее траекторий справедливы равномерные спектральные асимп- 
тотики, построенные в разд. УЛ. Такое же утверждение справедливо для 
полугруппы, соответствующей (1), (2'). 

Доказательство. В силу теорем 11.3.5 и Н.3.6 полугруниа {5,}, 
порождаемая (1), (2), облалает (17, // ?) аттрактором 9. Рассматриваем 
{5,} на Е=Н'. В силу п. 1 теоремы 1.5.1 пространство Ё инвариантно 
относительно 5;. Так как Н? СН! СН, то (Н, Н ?)-аттрактор являстся 
и (Н, Н') -аттрактором, те. \- (Е, Е)-атграктор {5,}. Согласнл тезрс- 
ме П1.3.3, Ч=М*(%,Н',Н'), где СН? - множество решений сзацио- 
нарного уравнения (1.3.20). 

Уравнение (1) имеет вид д,и= Аи .-#, где А определяется формули 
вида (У1.3.5), причем выполнены условия (Ұ1.3.6\. (\1.3.7), (\1.3.11} 
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(У1.3.13). Согласно теореме \1].3.4, в Н = (Ё.'(9))”" существует такое 
открытое и всюду плотное множество С, что при & Є С совокупность ре. 
нений уравнения (1.3.20), имеющего вид Аи = 2, состоит из точек 21,... 

‚2 м, причем в каждой из них дифференциал А! (2;) невырожден. За. 
фиксируем 5 Є С. 

Покажем, что нолугруииа {5,} удовлетворяет условиям теоремы У.6.1. 
Проверим выполнение условий 1—6 этой теоремы. 

В силу теоремы 2 операторы 5; и — класса С 11% по ии выполнено усло- 
вис 1 теоремы У.6.1. 

Операторы 5, и непрерывны по (/, и) на В, ХУ. Действительно, слабая 
непрерывность и(1) по { следует из того, что д,чЄ 1, (Н ) в силу теоре- 
мы 1.1.6 и замечания 11.1. Если и(г) Є %, то и(г) непрерывна по г в Н\, 
м силу компактности Ж. Из непрерывности 5, и по Е и равномерной ио г 
непрерывности по ши следует непрерывность по (г, и). Таким образом, 
выполнен и.2 теоремы У.6.1. 

Функционал Ф, ‚определяемый (111.3. 18), непрерывен на множестве %, 
ограничеином в Н ?, ин. 3 доказан. 

Пункты 4 и 5 теоремы У.6.1 следуют из лемм З и 4, доказанных ниже. 

Линейная полугрупиа {5} (2;)) порождается уравнением в вариациях 
(17), которое имест вид д,о = 4' (2) о (й = 0). 

Из теоремы ІУ.3.4, воспользовавшись обратимостью А’ (2; ), получаем, 
что {5; (2;)) почти устойчива и спектр 5; (2;) не попадает на единичную 
окружность. Следовательно, точка 2; — гиперболическая и условие 6 вы- 
полнСно. 

Таким образом, выполнены все условия теоремы У.6.1, и из этой тсоре- 
мы следуст, что %(— регулярный агграктор. Равномерная конечномерная 
снектральная асимитотика существует в силу теоремы У.7.1 (см. Бабин, 
Вишик [18] ) ж 

Лемма 3. Пусть выполнены условия теоремы 4. Тогда операторы 5, 
полугруппы, соответствующей (1), (2) или (1), (2’), взаимно одно- 
значны. 

Доказательство. Положим и! (г) =5: имо, 92 (1) =5, изо, гле 
и о, о ЕН?, и обозначим м (1) = и, (1) - м, (г). Тогда (г) удовлетво- 
ряст уравнению, полученному вычитанием (1) для и. из (1) для и=ио. 
Уравнение относительно м имеет вид 


д, - аду - № = (х м!) - (хи, +м,). (21) 
Это урзвиение такое же, как (11.8.4), где А = ~ аА - ХЛ, и=м, 
2 =, и, ) – Л, му + м). (22) 


Условия (1.8.1) и (1.8.2) для А, очевидно, выполнены (А; = Н, Ну = 
= Н). Для к, (1), и: (г) выполнены оценки 


| и: (г) і, . | и, (1) |. < С УгєЄ [0, Т) . (23) 


(Эти оценки следуют из равномерной на [0, Т] (Н?, Н?) -ограниченности 
5,, доказзнной в тсоремах 1.5.2 и 1.5.4.) Из этих оценок следует выпюлне- 
ниг условий (1.8.3) на м’. Отметим, что и С([0,Т],Н'), так как {\*(1): 
гг. [0, Гр} в силу (23), компактнов И" ии’(Г) слабо непрерывно зависит 
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оті ВИ. Проверим теперь условие (11.8.5) . Очевидно, согласно (5), 
1 (и, +уи) Аи) 1< Сім [1 (1 + | и} 1.) <С, [и |, 


где С; зависит лишь от константы Со из (23). Поэтому условие (1.7.5) 
выполнено с ограниченной й, и, следовательно, применима теорема П.5.1. 
Из этой теоремы получаем, что и; (7) = и, (7) приге [0, Т], и тем самым 
доказана взаимная однозначность 5, на Н?. Взаимная однозначность $, 
на Н! и Н выводится из (А!, Н?) и (Н, Н!) – ограниченности 5, при 
г > Отак же, как в теореме ПІ.8.2. 

Лемма 4. В прсдположениях леммы З и теоремы 5 операторы 5, (ио) — 
дифференциалы 5; в точке ио Є Н? -— имеют нулевое ядро. 
Доказательство. Операторы 5;(ио) порождаются уравнением 
вариациях (17) где й = 0. Это уравнение имеет вид (11.8.4), где А = 
аА ~ Хв = (х, и) и. Воспользовавшись (5), получаем, так же как 
лемме 3, выполнено условис (П.8.4). Утверждение леммы 4 следует из 
теоремы 11.8.1 м 


Е 


> 


4. ДИФФЕРЕН ЦИРУЕМОСТЬ ПОЛУГРУППЫ, 
СООТВЕТСТВУЮЩЕЙ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОМУ УРАВНЕНИЮ С 7 ДИССИПАЦИЕЙ 


Рассматривается система (1.8.5): 
ди = р, д,р = – үр + Ди - Ли) – (х), и.о = 0. (1) 


Здесь у > 0, (и) – класса С', выполнены условия (1.8.2), (1, 8.4) иг(х) Е 
Е Н = 1.,(9). Эта система порождает полугруниу {5,}, 5: Е > Е Е = 
= Но ХН (см. разд. 1.8). Обозначим через Г, пространство Ё (, Г],Е) = 
= /.»(Ё), которому принэдлежат решения (1). 

Лемма 1. Пусть / удовлетворяет условию 


"(и +) — Г’) См Ра + |]? Уи ЄК, (2) | 
где О<а<1, 

р+а= 2[(п – 2) при п>2. (3) 
Тогда (и) ЄН, (и) о ЄН Уц оЄН"! и выполнено неравенство 

(и, )о (и) 0 <С, м, ~ Ч Я Пой, (4) 
где С; зависит лишь от Ти! {,, 1и; 11. Это же неравенство (с другой кон- 
стантой) справедливо, если |: № обозначает норму в Г.(Н).а і} ~ 
норму в і. (Ні). 


Доказательств о. Воспользуемся предложением 1.1.4, где ро = 2, 
р, = рь = рз = 2н/ (и - 2), рз = (1 +р+а) ро, р+ а -- то же, что в (3). 
Из оценки (1.1.44), учитывая, что Ё, (О) 2 И', получаем (4). 

Неоднородное уравнение в вариациях (1. 14). соответствующее (1), 
имеет вид 


д,0-94= 0, 2,4 + уд – Ао+у (и (7) о = Аз. (5) 
Обозначим через Ро пространство всех й вида 
й = (ло, й), Йо = О, й, ЕЯ, . (6) 


а через /' — множество функций у = (5, 4) Є Г, удовлетворяющих усло- 
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ниям д;и = 4, 2,4 Е Ё.(Н). Если и(г) Е ЕЁ, то линейное неоднородное 
уравнение (6) с начальным условием у(0) = (о (0), 4(0)) Є Ё ис правой 
частью А Є 2.(Ео) имеет, притом единственное, решение у = (0,4) Е Г’ 
(см. Лионс, Мадженес [1], близкое доказательство изложено в гл. |). 
Оператор А: (А, у(0)) > у ограничен из 2, (Е) Х Е в Ё при и(!), ограни- 
ченных в Г (см. априорные оценки в разд. 1.8). Через 6 обозначим 
К(1,(Е0) ХЕ) СЕ. Легко видеть, что 6 не зависит от и(г), так как в силу 
леммы 1 (0, 7 (и) оС) ЕЕ, (Ёо), сслии о ЕЁ. (И!) и пространство 
6‘, соответствующее /’(и(г)), то же, что для Г’ (и(!)) = 0 (Х’(и@)) о 
можно перенссти в правую часть (5)). Так как множество (6) инвариантно 
оиюсительно сдвигов по #, то 6 инвариантно относительно сдвигов по { 
(см. разд. 1). Таким образом, пространство 6 С / удовлетворяет всем 
зребованиям, которые наложены в разд. 1 и 2 (в гиперболическом случае). 

Теорема 1. Если функция Г(и) (из (1)) удовлетворяет условиям (2), 
то операторы 5, : Е > Е, соответствующие (1), равномерно по у(0), лежа- 
щим в ограниченной области из Е, дифференцируемы в Е, причем произ- 
водная Фреше 5, (у), порождаемая уравнением в вариациях (5) ,гдећ ; = 0, 
удовлетворяет условию Гельдера 


.5,(у + м) — 5, (У) кк) СИМ ЇЕ, (7) 


где а — такое же, как в (4), С= С{\у 1, 1 м1,.,7) при 0<г «Т. 
Доказательство аналогично доказательству теоремы 3.1. При этом 
устанавливается, и более просто, чем в разд. 3, чго выполнены условия 
теоремы 1.1. Выполнение условия (1.13) следует из (4) № 
Рассмотрим теперь систему, близкую к линейной и совпадающую с (1) 
в окрестности стационарной точки 2° Предполагается, что 2 ЕН 1 — реше- 
ние стационарного уравнения А2 ~ /(2) = Ӯ, 20 = (2, 0). 


Пусть срезающая функция ф удовлетворяет (2.2), ү, (и) = «(10 11 + 
+ р!) * /6), 


д.0 =р, д.р = —7р+ Ао ~ Д) -Г'’@)ь- фр.) СОе +0) - 6) -Г’е)ь), 
01а 20. (8) 


Как и выше, прелполагается, что выполнены условия (2) и (4) . Покажем, 
что для системы (8) справедливы утверждения тсорем 2.2, 2.3, 2.4. 

В рассматриваемом случае приу = (и, р), В(у) = (0, /и)), В, (и) опреде- 
лено в (2.8), в разд. 2 Е, = Е, Ео то же, что в (6). Оценки (2.19), (2.20) 
вытекают из (2). Условие (2.22) выполнено вследствие (4) . Пространство 
Н! тильбертово и в силу предложения 2.1 выполнено (2.3) и (2.4), а 
где норма Ї берется в Е. Имест место (2.5) и (2.6). Из теоремы 2.3 
следуст, что система (8), где є мало, порождает полугруниу (5, } . Соглас- 
но теореме 2.4, эта полугруина близка к линейной, т.е. имеют место оценки 
(\.2.8) - (У 2.10), где Ви = $, и - 5, (2°) (и- 2°),0<1< Тирә 0 приє —0 
равномерно по и“, Г. 

Теорсма 2. При2 ЕЯ и приг >е 712’, не принадлежащем множеству 
{ск Ь, 5; Е 0(5; @°))}, и при достаточно малом є > 0 существуют 
инвариантные многообразия М, и М_ класса С'*“ полугруппы {5,}, 
соответствующей (8), касательные в нуле кЕ. (7) иЕ_ (г) соответственно 
и описы васмы е формулам а (У 2.11) и (У .2.42) соответственно. 
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Доказательство. Полугруппа {5,(2°)} почти устойчива в с илу 
теоремы ІУ 4.5, причем го =е`7/?. Как показано выше, для 5 = 5; випол- ' 
нено условие (У.2.8), где и мало при малом 5. Поэтому выполнены усло: 
вия теоремы У.2.1 и, согласно этой теореме, существует М, . Многообразие 
М_ существует в силу теоремы У.2.2. Многообразие М, инвариантно в силу 
теоремы У.2.3. Многообразие М_ инвариаитно в силу теоремы У.2.4 м 

Теорема 3. В Л =1.. (2) существует открытое, всюду плотное множество 
С, такое, что при в Є С полугруппа {5,}, порождаемая (1), где }(и) удов- 
летворяет (1.8.2) — (1.8.4), (Н.6.1) -- (П.6.6), (116.52), (2), (м и>2-С, 
обладает регулярным аттрактором, и для траекторий {5,} справедлива 
равномерная спектральная асимптотика (см. разд. У.7). 

Доказательство. Полугрупиа {5,} обладает (Е, Е) -атірактором 
#, компактным в Е, (Е; = (Н? П{и|.о0=0)) Х Но), в силу теорем 
1.6.1 и 16.2. Регулярность # выведем из теоремы У.6.1. Для этого прове- 
рим выполнение условий 1-6 этой теоремы. 

1) Операторы 5;и — класса С'*“® по ив силу теоремы 1. 

2) Непрерывность 5, и по (Ри) на В, Х % следует из равномерной по / 
непрерывности 5; и по и (теорема 1), из слабой непрерывности по г и из 
компактности [0, Г] ХУ УТРО, 

3) Функция Лянунова Ф определяется формулой (11.3.9), и она непре- 
рывна на %. 

4) Операторы $; взаимно однозначны на Ё, и обратные отображения 
непрерывны на Ё ина ЖСРЁ в силу корректности задачи Коши для гипер- 
болического уравнения при { < 0. 

5) Задача Коши для уравнения в вариациях (5) однозначно разрешима 
и корректна и при { < 0; поэтому 5, (и) имеет нулевое ядро УиЕ Е. 

6) Полугрушиа {5,(2°)) почти устойчина У :° Є в силу теоремы! У .4.5. 
А в силу теоремы У1.3.4 в пространстве № существуст открытое плотное 


множество С, такое, что при є Є С уравнение Аг — Је) = рге НИ? б 
П( 2.2 = 0), имеет конечное число решений 2 , М. При э этом диф- 
ференциал 20 = До – /’ (2; и образим У2;(/ = „№. Сиекар 5; (29) 


в{1 41 > е`7112 } имеет вид ей2Й, где М2; тоя (1.4.22). 
Поскольку спектр оператора Г, вещественный и ие содержит нуля в силу 
обратимости С. то из (ГМ 4,22) вытекаст, что Керр; + 0, и, следовательно, 
ГЕ 5 1 при Е 0(5', (2})). Поэтому 20 — гиперболическая точка У20Є 3. 

Все условия теоремы у .6.1 выполнены прие Е С, и теорсма 3 следуст из 
утверждения теорсмы У 6.1 (см. также Бабин, Вишик [18]) ж 


5. ДИФФЕРЕНЦИРУЕМ ОСТЬ ОПЕРАТОРОВ ПОЛУГРУППНЫ, 
СООТВЕТСТВУЮЩЕЙ ДВУМЕРНОЙ СИСТЕМЕ НАВЬЕ -СТОКСА 


Рассмотрим двумерную (н = 2) систему Навье —Стокса 
д,и + и1ъи + В(и) = в, (1) 


где. и В -. те же, чтов (1.6.4), ё = (х) Є Ни = (м, их). Как устансвле- 
но в разд. 1.6, ма система имеет при ио Є Ну, 7 2 0 решение (г), «(0 = ио, 
приналлежащее следующему классу: 


&.= {и(0): ие 1: (10, Т], НП. = 1..0, Тр, 71010,7). 5:0) 
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В разд. 1.6, показано, что (1) соответствует полугрупиа {5,} , 5,: Н, э Н. 
(Пространства А, ,, Н; введены в разд. 1.6.) 

Дифференцируемость 5, выведем из леорем 1.1 и 1.2, где Е, =Н,, 
Е =Н,. Для этого заметим, что В(и) из (1.6.4) непрерывен из 2 в 4, (11). 
Действительно, 


В(и +0) - В(и) = 8 (ии + 8 (0, и) + Яб, 0), (2) 


де 8 – оператор из (1. 6.4' ). Согласно (1.6.44), (16.45) и неравенству 
і В «Сі 11/2 ру 11/2 имеем 


1 3 (0и) +Е 9 (и, и) ис БИ ИР (3) 
(И. [, = 1. И, |. і, = |. ін. ). 


Из соотношений (2) и (3) следует, что В непрерывен из Н, ПН, в Ё ииз 
1, в 1, (1) и выполнены условия (2.19), (2.20). Из (2) также вытекаст, 
чго 


| В(и +0) - В(и) –( 8 (и, о) + Зи) 1а < Со 1,11, (4) 


откуда следует, чго производная Фреше В’ оператора В из Н ПН, в Н 
дается формулой 


В(и)о= 9 (ио) + 8 (о, м). | (5) 


Возведя (4) в квадрат и проинтегрировав по г, получаем, что В' (и) есть 
дифференциал оператора В из /, в 2, (#7). 
Из формул (5) и (3) выводим оценку 


(Ви + м) – В" икс ЦР ПИ ВР. (6) 


Следовательно, производная Фреше В’ (и): Г, > Ё2(Н) удовлетворяет 
условию Гельдерз с показателем а = 1 и притом С равномерно ограничена 
нри ий; <М, 11, <М. Остается проверить выполнение условия 1.1. 
Разрешимость в 6 уравнения в вариациях 


д,0+,1,0+ 9 (и) + 8 (и, и) =А, о. ооо (7) 


прил ЕЁ. (Н), в Є Н, и = и(г) Є Г, доказана, например, у Солонникова 
[1]. Иғак, взяв Ро = Ни Е = На, на основе указанных выше свойств убежца- 
емся в выполнении условий зеорем 1.1 и 1.2. Следовательно, оператор 
5, мо, соответствующий (1), дифференцируем в ЕЁ =Н,, и его производная 
Фреше удовлетворяет условию Гельдера (1.26) са = 1. 

Пусть теперь 2 ·- исподвижная точка {5,}. Рассмотрим полугрунну, 
близкую к{5,(2)} и совпадающую с (5,} в окрестости точки 2. Эла 
полугруппа порождается уравнением 


дли = 01 (и - 2) – 8 (и 2,2) – 8 (2, и - 2) + 
+р.(и)(-В()+ 8 (2,2) + 8 (и - 2,2) + 9 (2, и ~ 2)), (8) 


де е. (и) = (Им - 2 1, /е), ф удовлетворяет (2.2). 

Теорема 1. Операторы 5, полугруппы {5,}, порождаемой уравнением 
(8), -- класса Са = 1/2, ипри0 <: <Т,0 < є <е, выполнены условия 
(\.2.8) --(У.2,10), гдеџр 0 при є ->0. 
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Доказательство. Утверждения теоремы следуют из теорем 25; 
и 24, ге Е=Н,, Е, = Н, Е, = Н. Условия этих теорем выполненыса= } ; 
гак как НМ; – гильбертово пространство и справедливы неравенства (3} х 
(6). (Использование несколько более точных оценок, чем (1.6.45) и 
(1.6.44) , позволяет доказать, что можно взять а= | -6 Уб > 0.) в 

Теорема 2. //уст 2 – стационарное решение системы (1) иг е {гір = 
= 15, СЕ о(5, (2)))}. Тогда при достаточно малом є > 0 существуют 
инвариантные многообразия М, и М_ полугруппы, порождаемой (7), 
касательные к Е, (т) и Е (к) и определяемые формулами (М.2.11) и 
(У.242) соответственно. М; и М- локально инвариантны относительно 
{(5,}, порождаемой (1). 

Доказательство. Полугруппа {5, (2)} почти устойчива, так как 
$,(2) вполне непрерывны при г > 0. Полугруипиа (5; } , порожлаемая (8), - 
класса С! *“ и близка к линейной при малых = в силу теоремы 1. Отсюла 
так же, как в теореме 3.3, выводим существование и инвариантность 
М. иМ_ № 


6. ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТЬ ОПЕРАТОРОВ 5, В ПРОСТРАНСТВЕ С2'° 
В СЛУЧАЕ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 


Рассмотрим квазилинейное параболическос уравнение (1.7.1): 
ди = У а(х, и) 9:0; и + Х (х, и) ди — ао, и) - в(х) = - А(и), (1) 
и во =0. 
Для простоты изложения будем предполагать, что 
1х, 0)=0 (= 1,...,и), ао(х,0)=0, # а = 0. (2) 


Кроме того, предполагается, что выполнено условие (1.7.2) и а;џ, 6, ао - 
класса С? по и. Определим Е, как в разд. 17: 


Е=(и:иЕС?*“ (9) П (и |0 = 0}, Аи 30 =0}, (3) 
где 

— Ан = У а(х. 0) д; дла. (4) 
Пусть 

= И2 00, Тәп {и [о = 0, Аи о = 0} = И2*®. (5) 


Теорема 1. Пусть и = и Є 1, и? = ц (х, г) - решение уравнения (1). 
Тогда для ид Е Е, достаточно близких к и (0), в Е существует решение 
и Є 1, уравпения (1), и это решенис гладко класса С**“ „а > 0, зависит 
в І, оти. 

Доказательство. Выведгм теорему 1 из теоремы 1.2 зналогично 
тому, как из теорсмы 1.2 выведена теорема 1.1. 

Неоднородное уравнение в вариациях, соответствующее (1), имеет вил 


‚ 96+ Аи) о = д Хар, и) до +У Вх, и) до + 
+ [$ а(х, и) д,0;и + У Ыбх, и) дуи -ао(х, и)јо =, (6) 
о}, - о = 00. у (7) 
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Здесь штрих обозначает производную по и. Коэффициенты этого уравнения 
принадлежат /®. 


Как известно, прий (1) = Л Є Иь = Ио = Г“ {ио = 0}, 6 ЕЕ 
задача (6), (7) имеет единственное решение и Е Иё*“ = [. Обозначим 
оператор (0о,й) -*и через О, О = О, +0), 


О(оо, й) = Оооо + 0,ћ = 0, О:ЕХ Го > 1. (8) 


Оператор О осуществляет изоморфизм Е Х Го иЁ (см. Ладыженская, 
Солонников, Уральцева [Л.С.У.]). Обозначим и = и? + м; и -— искомое 
решение (6). Вычитая из уравнения для и уравнение для и? и уравнение 
(6) сл =0, ио = ид - и(0), получаем 


д, (и -и° 0) = - [А (и) - 4(и0) – 4 (и) о), (и-и 0) 1,2020. 09) 
Обозначим у = и — и? - и. Тогда (9) примет вид 


дм + А (ио) м = — [4(и0 +и+и,) — 4(и9) – А’(и°) (о +м)]= В(м +0), (10) 
м [1 0 =0. 


Здесь и = Ооцо — решение (6) си = и, й = 0. 
Уравнение (10) перепишем в виде 


Е(и, о) = м – О1В(и +о) = 0. | (11) 


Докажем, что это уравнение имеет решение при малых о Є Ё и, следо- 
вательно, при малых оо Е Е. С этой целью воспользуемся теоремой 1.2, 
где Ху =Х =Л, Ху = І. Чтобы проверить условия теоремы 1.2, где Ф = Р 
определено в (11), достаточно установить, что В — класса С! *% из А в 
Гу. Для этого понадобится следующая лемма. 

Лемма 1. /Тусть функция Ф (х, 1,2) = Ф (х, 1, 2,,..., 2) определена 
на От Х В”, От = Ф Хх [0, Т], и пусть для любого г > 0 при | г | <г произ- 
водные Ф по 2 вплоть до 1-го порядка ограничены в У“ (при фиксирован- 
ных г), 0 < а< 1, константами, зависящими только от ғ. Пусть из (х, 1),... 


..Чпт(х, Г) Є Уи 1ш, <К(=1,...,т; = 1 0). Тогда: 
1) Если? = 1,то 
і Ф(х, г, и) < Сь(К), и=(и,,... ит). (12) 


2) Если! = 2 иФ (х, 1,0) =0, то 
т 

1 Ф(х, г,и) № < С, (К) У, и; а. (13) 
і= 1 

3) Если! = Зи Ф (х, 1,0) = 0, ргай, Ф (х, 1,0) = 0, то 


Фо <С.(А) Х 1и, 02. (14) 
і =] 


‚ Доказательство. Неравенство (12) вытекает из очевидного нера- 
венствз 


Ф(х + гъ т, и(х + +) — Ф(х, Е и(х, В) < 
< ФО +Е1+т и +Ё1+1)) - ФС, ких + Е, ът) + 


+ | Ф(х, г, и(х + г п)) ~ Ф(х, Г и(, Г))|. 
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Первое слагаемое справа оценивается сверху через С(К) (181° + ! 1/2). 
Второе слагаемое справа оценивается сверху через 
зор, Ф: (х, 2, 2) ибх + Е, гъ) - ибх, 11 < С(В) КОЕ +11172). 
[2 
Из этих оценок следует (12). 
Если] = 2 и Ф (х, г,0) = 0, то, очевидно, 


т 1 т 
Ф(х, 1, 2)= 5 Ј д, Ф(х, р, 72) 2;4т = У у(х, 2, 2) 2). (15) 
і} =1 0 ј = 1 


Воспользовавшись очевидным неравенством: 
аз С. 1ай, ТЫ (16) 


н оценкой (12), из (15) получим (13). Пусть теперь / = 3, Ф (х, г, 0) = 0, 
вгай, Ф (х, г, 0) = 0. Тогда 


т 
Ф(х, г, 2)= ХУ уб, 1,2) 2323. 
у= 


Воспользовавшись (16) и (12), получаем отсюда (14) ж 

Продолжим доказательство теоремы 1. Применим лемму 1 к функции 
Ф(х, г, м, дуи, д;д;и;) = В (из), где В — дифференциальный оператор 
второго порядка, задавемый формулой (10}. Очевидно, функция Ф до- 
пускает производные до третьего порядка по (м:, д;и,, 4:9;и1) = 
= (21,...,7т), причем 


Ф(х, г,0) = 0, рга, Ф(х, г, 0) = 0. 


Кроме того, сама функция Ф и се производные по 2 ло третьего порядка 
ограничены в '/® при |2 | <А. Поэтому, согласно п. 2 леммы 1, заключаем, 
чго | 


Вы) = ИФ <: Ба (10, ), (17) 


причем у — 0 при и; 1, + -+ 0 равномерно по м,, №им; 12+а <М. 
Аналогично из леммы 1 следует 


НВ’ (и; +№,) — Ви) 1 ужа, уа) <С 1м, 0, а. (18) 


Таким образом, оператор №’ - класса С!*% из І, в[. Так как В(0) = 0, 
В' (0) = 0, то Е,, (0, 0) = 7, Е, (0, 0) =0 и выполнены все условия тсоре- 
мы 1.2. В силу этой теоремы уравнение (11) разрешимо при малых и = 
= Гоцо, следовательно, уравнение (9) разрешимо при малых во = 0 (0), 
а уравнение (1) с начальным условием и, близким к и? (0). тоже разреши- 
мо, и теорема 1 доказана м 

Рассмотрим теперь, как и в разд. 1, оператор 5,мо - мг) при фикси: 
рованном ѓ, где и(г) — решение задачи (1) с начальным условием и (0) = 
=ио, (1) Е Го *°. Тогда, введя оператор сужения у.м (т) =и(г), получа- 
ем следующую теорему. 

Теорема 2. Если оператор Аи в (1) удовлетворяет сформулированным 
выше условиям, а также условиям (1.1.2) -- (17.6), то оператор 5,,5&,:Е э 
э Е, дифференцируем по Фреше, а его производная 5 ‚ (ио) удовлетворяет 
условию Гельдера (1.26). 221 


Замечание 1. Для краткости изложения наложены завышенные ус. 
ловия гладкости на коэффициенты уравнения (1). 
Теорема 3. Лусть 


ди = а(и) [59;(0,;(х) дли) — Јо(х, и) – &(х)] = – а(и)[Ао(и) +8], (09) 


где 0 < ро <а(и) <џц,, и пусть для правой части (19) выполнены все усло. 
вия (17.2) – (17.6). Тогда в С" (Я@) существует открытое и всюду плотно. 
множество С, такое, что при & Є С полугруппа {5,}, порождасмая (19). 
обладаст регулярным аттрактором, и для нее справедлива равномерная 
спектральная асимптотика, с г: =1-6;,6; > 0, 5; мало. 

Доказательство. Компактный в С?*“ аттрактор Ж существует 
в силу теоремы 11.5.1. Регулярность Ў выведем из теоремы У 6.1, выполне. 
ние условий 1--6 которой проверим ниже. | 

1) Операторы 5; – класса С!*% в силу теоремы 1. 

2) Функция 5;ио = и(г) непрерывна в С? *“ по ио Є С?*@ в силу теоре 
мы 1 и непрерывна в С° по г, так как и(г, х) Е С? *%!*%2 0 Х (0, Т]) 
Так как %Х [0, Т] компактно в С? *@ ХК, то 5,ио непрерывно по (ио, Г). 

3) Функция Ляпунова определяется формулой (11.3.2), и она, очевилно. 
нелрерывна на С? (0) и, следовательно, на#. 

4) Операторы 5, взаимно однозначны, и 5; непрерывны на % в силу 
леммы П.8.4. 

5) Операторы 5; имеют нулевое ядро в силу леммы 1.8.1. 

6) Согласно теореме “13.1, в С (9) существует открытое плотное 
множество С, такос, что при # Є С оператор Ао, Ао (2)о = — Хд,а;;дуо 1 
+ 7° (2)о, обратим, если Ао (2) = – 2, причем множество решений 2 послед. 
него уравнения конечно. Заметим, что Дог = --# тогда и только тогда, ког. 
даа(2) (Аог +2) =О,т.е.2 — стационарная точка (19). 

Очевидно, что если 402 = &, то дифференциал в точке2 оператора а(и) Х 
Х (Ао (и) +=) имеет вид 


(#+2Ао)' (2) =а(2) (4о(2) + 5) +а(2) Ао(2)=а(2) Аь(2). 


Так как 40 (2) — изоморфизм С? *® (9) п {изо =0} иС“(9) ‚а умно 
жение на а(х) - изоморфзим С (0), то а (2) Ао (2) ~ изоморфизм. Сниекир 
оператора а (2) 40(2) - дискретный, так как этот оператор эллиптичсн, и 
обратный к нему вполне непрерывен. Спектр а(2) А40 (2) – вещественный. 
так как этот оператор симметричен на С?*%(0) п {изо = 0} относи: 
тельно скалярного произведения 


_ ] 
(и, о), =} 2665) 


В силу теоремы 1У.3.1 полугрупна {5; (2)} почти устойчива. Так же 
как в теореме ТУ 3.1, получасм, что 5; (2) не имеет точек слектра на окруж. 
ности | {|= 1, если у а(2) А0 (2) нет нулевой точки спектра. Поскольку 
прие ЕС а(2)Аь (2) обратим, то при д Є С все точки 2, — гиперболичес 
кие. 

Таким образом, при & Є С выполнены все условия теоремы У .6.1 и из 
пее следуст утверждение теоремы 3. 

Существование равномерной конечномерной спектральной асимптотик 
вытекаст из теоремы У 7.1 № | 
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и(х)о(х)ах. 


7. ТРЕХМЕРНАЯ СИСТЕМА НАВЬЕ-_СТОКСА 
В ОКРЕСТНОСТИ НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКИ 


Рассмотрим систему (5.1) в случае, когда п = 3. Пусть 2 = 2 (х) – сла- 
ционарная точка этой системы, т.е. решение уравнения 


(2) +В (2) = 8, 1 = 0,0. (Е) 
Предполагается, что 2 Є И: /2+5,5>0. Здесь и далее через Н,, 5 Е К, обоз. 


начено пространство (- /,) Рн с нормой 1и #2 = ( (Г )?и, и) уу, гдеН – 
го же, что в разд. 1.6. Как известно (см., например, Ладыженская [1 |, 

Лионс [1]), уравненис (1) имеет прих ЕН _,, решение 2 в Н, . Более того, 
если е Е и, 5'< 1, то все решения 2 обладают повышенной гладкостью: 
: Е Н2 

С самого начала предполагаем, что решение 2 задачи (Г) принадлежит 
Нз/2+5. 

ассмотрим наряду с (5.1) систему (5.8) ‚гдеф: (и) = (1и —2 1 /2+5/6), 
: — решение (1). 

Теорема 1. Система (5.8) в случае п = 3, 1 А > $ > 0, порождает полу- 
группу в пространстве Н1)2+5 класса С! ға = $, мало отличающуюся 
от линейной, т.е. для полугруппы {5,} после замены и = у +2 выполнено 
неравенство (2.46) (нормы операторов -- в пространстве Е = Нур уь). 

Доказательство теоремы 1 основано на теоремах 2.3 и 2.4. Чтобы вос- 
пользоваться этими теорсмами, нам понадобится лемма о свойствах опера- 
торов (и, о), (см. (1.6.4'’)). 

Лемма 1. Пусть 0 < ё < 1/2. Тогда справеливы неравенства 


1/2+5 1/25 1/2 3/2 

1380, м) ров «СП 11/232 ПИР ,. 0) 
, 1/2+6 1/2—5 1/2 1/2 

(и, он Си в Пи в Во 0а 101525. 63) 


где С не зависит оти, и Є Из/ 2+5 ПН: 2+5. 
Доказа тельств о. В силу ограниченности проектора П в И; ‚ полу: 
чаем из (1.6.4') (п = 3) и из предложения 1.1.1 


195 (и. и) {уураг < <СУ | 0; д;и По зу2 8): (4) 
Воспользовавшись неравенством Гельдера с показателями р, р’, р’ = 
=2(2-5) 1/3, /р=1- 1/р', получаем 

Йо; д;и № ,3/(2—5) = < 17 № ‚6/(1—25) { дуи їо 2. (5) 


Согласно тсореме вложения Соболева, Нь С 611-25) (2), и из (4) 
и (5) выводим 


120, и) 1/2+5 «Сом. (0) 


Отсюда, воспользовавшись инзерполяционным неравенством, понучаем 

(2). Перейдем к выводу оценки (3). Применяя неравенино Гельдеоз 
, А 

с показателями р, р',р= 2(2 – 8), цр = 1 - Пр, имесм 


1 м; д;о Йо зу -5) <} Ч; № 6 | д.10 6 /(3—25). 
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Отсюда, согласно теореме вложения Соболева, 
иг ди № ,3/(2-5) <С 1и; 1, В д;о 5 < С 1и і, | и +5. (7 


Из (4) и (7) получаем (3) ж 

Доказательство теоремы 1. Проверим выполнение услови: 
теорем 2.4, 2.2, 2.3, где Ро = Н-1/2+5, Е = Н\ /2+5, Е, = Из /2+5, 164 = $ 
Из (2) и (3) си = 0 следует (2.19), где а = 6. Напомним, что В; опреде 
ляется (2.8), справедливы формулы (5.2), (5.5) и Ві = — В. Из неравенст 
МИ и (3) получаем, используя неравенство 206 «а? +В*: 


= 15 (и, и) 1/2+6 + 853 (и, ш) < 
<Сїи й уо [По о+5 Пи | + Ти 2610 5261, (8) 
ь&С іи НИ 2+5 (Ри 11 ,2+5 + ЭЦ и Ин + Го 13 ,2+5)]. (8) 


Из (5.2) при помощи (3’) выводим (2.20). Из (5.5) и (8) получаем (2.21), 
из (5.5), учитывая билинейность 8, при помощи (8) получаем (2.22). 

Пространство / = 2, (Нз +.) ПР. (Нур +5), а пространство Ж = Г, П 
П {и: д, иЄ 1, (Н 2.60). Неоднородное уравнение в варнациях (1.3) 
имеет вид (5.7). Разрешимость этого урависния сй С 1, (Н_1/2+5), оо Є 
Є Н, 2+5 доказана, например, в работе Солонникова [1]. Таким образом, 
выполнены все условиях теорем 2.2, 2.3, 2.4, и из теорем 2.3 и 2.4 получа- 
ем узверждение теоремы 19 : 

Теорема 2. Система (5.1) при п = 3 обладает последовательностью лока- 
льно инвариантных многообразий М, (7;) и М_(;) (= 1, 2, ...), > 
э 0(/ э + ә), Эти многообразия лежат в окрестностях О. (2) точки г в 
пространстве Нуу2+5, 6 > 0, касаются в точке 2 линейных подпространств 
Е, (ғ;) и Е соответственно, Е. (7;) + Е_(7;) = Н\ 2+5, Е) О 
ПЕ. (7;) =0. 

Справедливы неравенства (\.2.59), (У.2.60), где ғ = гу. (Обозначения 
те же, что в разд. \2.)} 

Доказательство. Возьмем в качестве г; такие числа, чго окруж- 
ности {$ |=, не пересекают спектр оператора 5 (2; ‚). Этот спсктр ‚Дис- 
кретный, так как 5, (2;) вполне непрерывен. Вполне нспрерывность $. (2) 
при Г > 0 доказывается аналогично тому, как это изложено в разл. [6 
в нелинейном случае дия {5;} прил = 2. При этом из принадлежности 

д:0 (1) Е Н_1\2 следует, что и (1) Є Нзр, так как 2 Є Нуз, о Є Нур. 
(2,0) Е Нур (0 =0(1)). Так как 5; (2) вполне непрерывны при г > 0. 
то, так же как в разд.]У.3, доказывается, что <; (2) образуют почти устой- 
чивую полугруппу. Из (2 46) следует, что для полугруппы, порождаемой 
(5.8), выполнено условие (У .2.8), где А э 0 при є > 0 равномерно по 
{Е [0,7], Єл, .5. 

Таким образом, выполнены условия теорем У 2.1 и У.2.2, и из эгих 
теорем следует существование М, (7;) и М_ (7;). Из теорем У.2.3 и У 2.4 
вытекает, что М, (7;) н М_ (7;) инвариантны относительно 5, соответ 
ствующих (5.7). Неравенсі ва (М 2.59), (У .2.60) следуют из замечания 
У.2.6. Так как $1и совпадзел с 5, (2 +0) в є окрестности нуля, то М, (лу) 
и М (7;) локально инвариангны относигельно {5;} и в еокрестность точ. 
ки2 имеют место все свойства, устзновленные для 57 № 
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Теорема 3. Лусть и(Г) при г > 0 — решение системы (5.1), такое, что 
и(1) Е Н,,2.5 У! > Ои \и(г) —-21 2+5 +0 при 1 > + е. Пусть после: 
довательность чисел ғ; “1,г; >0 (1=1,2,...) и многообразия М, (";} = 
= М, (2,г;) те же, что в теореме 2. Тогда при каждом ј существуют числа 
Ту, С; и решение и, (1), г > Т,, лежащее на конечномерном многообразии 
М, (7;) и удовлетворяющее оценке 


и(г) – и; (г): у +6 < С; У1>Т,, 


т.е. для и(1) существует спектральная асимптотика. 

Доказательство. Утверждение теоремы 3 является следствием 
теоремы У 4.2, условия которой выполнены в силу теорем 1 и 2 № 

Замечание 1. Из тсоремы 2 следует, что в окрестности точки 2 в 
НЧ} ]2+5 сушесгвуст многообразие М. (7;) конечной коразмерности, такое, 
что трехмерная система Навье —Стокса (5.1) с начальными данными 
ко Є М_ (7), г; < 1, имеет классическое решение и({}, определенное 
при всех { > 0. При этом №и(!} – 2 1, 2.5 «Суу. Результаты такого тина 
были получены в работах Фояша, Со [1] и Фояша, Гийопе [1]. 

Замечание 2. В теореме 2 локально инвариантные многообразия 
построены в окрестности точки 2 в Нуу +5, 6 > 0. В случае, когда ё = 0, 
возможно лостроение Л, (л;) при ғ; > Ри М_ (7;) при г; 2 1. При зом 
не требуется вводить срезающую функцию. Используются вместо 1сорем 
из разд. У.2 теоремы из разд. У 3 (в случае г, = 1) и обобщения этих теорем 
ири г; = 1 (см. замечание У .3.2). Отметим, что в указанных случаях ЛЕ; (7, }, 
г; > Ь будут класса С? и даже аналитическими. При этом построение 
М.у) иМ- (ғу) в є-окресгности точки 2, взятой по норме Ау у +6, 5 < 0, 
произвести не удастся. 

Отметим, что построение многообразий в окрестности 2 вН; 5 2 1, 
проводится аналогично с некоторыми упрощениями. 

Так как глобальное существование решений трехмерной системы На- 
вье- Стокса доказано только в случае 5 = 0, то авторы стремились посгроить 
локальную полугрунпу и инвариантные многообразия в И; при 5, макси: 
мально близком к нулю. 

Замечание 3. В случае, когда спектр 5; (2) имесг точки в области 
($ | >г; > 1, сущеслвует многообразие Л, (2,7,) = М, (7;). При шо © М, (7) 
существует классическое решение и (г) уравнения (5.1) (л = 3), (0) = ио, 
которое определено при ~ о < г «0. В силу локальной по г теоремы суще: 
ствования и(г) можно продолжить по { до тех пор, пока и(г) Є У,у +4, 
6 > 0. При эгом возможны два случая: и (1) Є Руз +5 ири Г < го, где ѓо =` 
= + о или Го < + оо, Во втором случае 1ш (г) 1, у2+5 — + оо при г ѓо. 

Обозначим через АИ" (2, г;) продолжение 47, (ғ; = ЛГ, (2,7 ;), полученное 


‚ с помощью олисанного выше продолжения но траекториям и (г) при о < 


< г< Го или оо < 1 +5, выходящим из точек и(0) СА, (л). №1 н (2, г;) 
состоит из траекторий { и(г))} , которые или заданы дпя всех г. (о << 
< +оо, или заданы лишь на полупрямой - © < г < г, причем в последнем 
случае Пг) 1, /2 +6 эъ со при Г > То - 0. . 

Так же, как выше, в окрестности стационарного решения и = 2 доказы- 
ваелся дифференцируемость 5:40 по ио В окрестности такого ко, что су- 
ществует решение и (г), и(0) = иь, и(г) ЕЁ. ([0,Т],Н,,2) ПЕ, ([0,Т}, 
Нр), { < Т. На основе результатов разд. 11.8 устанавливается, что $;Мо 
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взаимно однозначны на М, (2, г, ‚ а:дифференциалы 5, (ио) имеют нулевое 
ядро. Отсюда примерно так же, как в доказательстве выполнения п. 7 оп- 
ределения \.6.1, данном в теореме У 6.1, получаем, что М. (2, ғ;) аналити. 
чески диффеоморфно ВМ, где М = ит Е, (г;). Векторное поле, порождае. 
мое (5.1) на М, (2,г;) , будет аналитическим. 

Замечание 4. Аналитичность $ ,/о по ио для полугрупп, порождае- 
мых нелинейными параболическими уравнениями, изучалось Куксиным 


[1]. 


Глава УШ 
ПОЛУГРУППЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА 


1. ПОЛУГРУППЫ ОПЕРАТОРОВ, НЕПРЕРЫВНО ЗАВИСЯЩИЕ 
ОТ ПАРАМЕТРА, И УСТОЙЧИВОСТЬ ПО ЛЯПУНОВУ 
ПО МОДУЛЮ АТТРАКТОРА 


В этом разделе рассматриваются полугруппы { 5, (^)} , зависящие от 
параметра непрерывно (болес гладкая зависимость не предлолагается). 

Пусть ЛЕ А, где А – некоторое банахово пространство. Предполагается, 
что задана полугрупиа { 5, } на некотором замкнутом инвариантном мно- 
жестве Х, 5, Х СХ УРО, ХСЕХ Ль, где Е — банахово пространство, 
Ло — компакт в Л, Ло Є А. При этом требуется, чтобы 


5: {А =№})С ХИ {=} для любого № Е Ло. (1) 


Смысл этого условия заключается в том, что А не меняется с изменением Е. 
Обозначим через: проскцию пары (и, А) Е Е ХЛ, на первую компонен- 
ту: П, (и, А) = у. Если полугруппа {5,} , заданная на Х, обладает свой- 
ством (1), то на множестве Х(№о) = П, (ХО {А = А} ) определена полу. 
груниа{ 5, (№ )} , зависящая от параметра Хо , Хо Е Ло: 


5, Хо)и = П,5,(и, №), иЕ ХО). (2) 


Определение 1. Пусть на семейство подмножеств Х (Аъ) С Е банахова 
пространства Ё действует семейство полугрупп 5; (№): Х(№) > ХО), 
Ло Е Ли. Множество Ву С Е называется равномерно поглощаю- 
щим, если для любого ВЕ (Е) существует Т = Т(В), такое, что при {2 
> Т справедливо включение 5,(^.)(Х(№ю) ПВ) С Во, № Е Ло. 

Следующая теорема является следствисм теоремы 11.2.1. 

Теорема 1. Лусть Х СЕХ ль, [Х] =Х, и на Х действует полугруппа 
{ 5,}, удовлетворяющая условию (1). Пусть для семейства полугрупп 
{5:Оо)}, № Е Ло, существует равномерно Е-поглощающее компактное 
в Е множество Во. Пусть операторы 5; непрерывны на Х в топологии произ- 
_ ведения Е Х Л. Тогда {5,} обладает (ЕХ АЛ, ЕХ Л) -аттрактором Ж = 
= (Хх). 

Доказательство. Достаточно проверить выполнение условий те- 
оремы 11.2.1 полугруппой {5,}. Действительно, в рассматриваемом случае 
Х — подмножество банахова пространства Ё ХЛ, р = Е ХА = ЕХЛ, 5;: 
Хэ Х УЕ > 0, 5,Х С Х. Полугруппа {5,} обладает компактным погло- 
щающим множеством Во Х Ло. В самом деле, Во — равномерно по № Є Ло, 
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поглощающее множество для семейства полугрупп {5, (№)} , рассматри- 
ваемых на Х (№). Отсюда, очевидно, следует, что Во Х Л, — поглощающее 
множество для {5,} , рассматриваемой на Х. Так как 5,, по условию, 
непрерывны на Х, то выполнено также более слабое требование (112.1) 
типа непрерывности. Последнее условие о компактности множества 
57у п (Во ХЛ), у Є Х, очевидно, также выполнено. Таким образом, 
все условия теоремы 11.2.1 выполнены и {5;} обладает аттрактором % в 

Предложение 1. Пусть полугруппа {5,},5;::Х ->Х, ХСЕХ Аь, обла- 
дает (Е ХЛ, ЕХ Л) аттрактором У\ и выполнено условие (1). Тогда мно- 
жество Ҹ(№) = П, (ЯП {А = А) ) является аттрактором введенного 
выше сужения { 5, (№)} полугруппы {5,} на Х(№) = 1, (ХО {=} ). 

Доказательство. Свойства компактности и инвариантности 
(Ао) следуют из аналогичных свойств #. Докажем свойство притяжения. 
Для этого установим более общее свойство, которое используется ниже, 


а именно: для любого В Е (Е), В СХ (Хо), и любого є > 0 существуют 
тзкиеб, >ОиГ> 0, что 


5,0) ВС 0.(%(\о)) при >Т, 1А -№1<8,, | (3) 


где О. (9 (Х)) — є-окрестность УЗ (Ло) в Е. 

Очевидно, при А = № из (3) следует свойство притяжения (Хо). Рас- 
смотрим открытое множество О, в ЕХАЛ :О (9 (№) ХА: 1А — №1< 
<5}) = О(Х, є, 5), где О. — е-окрестность в ЁХ Л. Так как УЖО. С 
САХ Лу — компакт, который не пересекается с плоскостью А = о, то его 
расстояние в банаховом пространстве Ё Х А до плоскости А = Хо положи: 
зельно и равно бо > 0. Существует конечное покрытие компакта %\О. 
окрестностями вида О (Х,, є, 5/4) ‚ где {№ — Хо 1> до. 

Очевидно, объединение этих окрестностей и окрестности О (№, є, $) яв- 
лястся открытым множеством О, покрывающим %. Так как $ — атграк- 
тор, то ЗТ>0, такое, что 5, ((ВХ Ло) ПХ)С О при {> Т. Поэтому, так 
как О(\, є, 50/4) П {(и, А): Т^- №ю1< 60/4} = ф при у #0, то 5, (ВХ 
Х{Л: А-1 <85,/4) С ОО, є, 5). Отсюда вытекает (3) при $, = 0/4. 
Тем самым свойство притяжения 9%((Ло) доказано, и (А) — аттрактор 
(5, (№) } = 

Предложение 1 показывает, что при естественных. условиях атграктор 


Ҹ= Ч (005), №). 
ЕЛ, 


Предложение 2. Пусть Х С ЕХ Л, - компакт, Тогда Хх, = П, (ХП 
А (АЕМ) >», = П, (ХО {=} ) при А, эЛ, т.е. 9181 (ХХ, ХА) >0 
при \ > Хо (полунепрерывность сверху). 

Доказательство. Допустим противное. Тогда существует такая 
последовательность хх Є Х»,,› что 4151 ((хк, А), Хх.) > $ > 0. Переходя 
к подпоследовательности, можно считать, что хр => хо. и, следовательно, 
4151 ( (хо, №), Хл,)} 25 20. Но, так как Ах > №, то в силу замкнутости 
Х (хо, №) ЕХ ^.’ Получили противореченис. Поэтому бі {Х.Х }-+ 0 
при А э № в 

Предложение 3. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогди цв, В)- 
аттракторы (№) полугрупп {5,(\)} сходятся в Ек Оо) при л + №: 
: Фі (90%), (Ло) 0 (полунепрерывность сверху). 
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Доказательство. Как было показано в предложении 1, 9(А,) = 
- = П, (п {^=^,} ), где % - аттрактор {5,} и, следовательно, компакт. 
` ное множество. Отсюда и из предложения 2 следует, что сечения Ў (А) это. 
го компактного множества обладают указанным в предложении 3 свой. · 
ством и | 
Замечание 1. Пусть выполнены условия предложения 3 и полу- 
труппы {5,(^), ЛЕ Ло} обладают равномерно по ЛЕ Ло поглощающим 
множеством В, СЁ\,ЁЕ1 С Е, причем В; компактно в Е}. Тогда 


4154 в, (90А), (А0) > 0 при А> №. (4) 


Действительно, (А) С В; при А Є Ло. Допустим, что (4) неверно. 
Тогда найдется такая последовательность № > Хо, что 9151, ((\,), 
%О%)) > 5 > 0. Отсюда следует существование последовательности {и„}, 
и, Е У(^,) С В, такой, что 4, (ип, %(№)) > ёо > 0 УпЕМ. В силу 
компактности В, можно считать, что и, > ио в Ё; при п - о. Имеем 
91515, (ио, %(№)) 26 > 0. Но так каки, 2 ино в Е, ииЕ Ҹ(Х,) их, >, 
то из замкнутости #= У (А), ЛЕ Лу, вытекает, что из Е Ж (№). Проти: 
воречие. Соотношение (4) установлено. 

Полугруппы { 5, (^)} ‚ вообще говоря, не обладают свойством устой- 
чивости по Лялунову при ѓ >» + оо относительно А ии. (Случай фиксирован- 
ного А рассмотрен в разд. П.1). Однако, как будет показано ниже, мно- 
жество {5;(^)и} О (А) при Г > + о обладает свойством устойчивости 
относительно и и А - №. Аналогичным свойством обладает также 
(5, ди} (Хо). 

Теорема 2. Пусть полугруппа {5;} обладает (Е ХЛ, ЕХ А) -аттракто- 
ром ҸСЕХ Ль, где Ль – компактв Л, и (х) = П, {9 П {=} } – 
аттрактор полугруппы {5, (%)) , № Е Ло. Предполагается, что 5, (и, А) 
равномерно пог Є |0, Т}, ие В, ХЕ Ль, кспрерывны по (и, ^) Є ВХЛ, 
где В — любое ограниченное множество в Е. Тогда для любого В и любого 


\№ Е Ло существует такая функция ү(&, п), Ёп Е В, (ЕЁ, п) > 0 при 
(#, 1) > (0, 0), что 


‚> 9154 (5+ (^) В1 ‚5: (№о) В. ОЯ (о) «т (1 - А І, а50%(В,, В.) (5) 
УВ,, В, СВ. 


Доказательство. Как было показано в предложении 1, для лю: 
бого є > 0 существуют такие 6, > би Т> 0, что при? > Т имеет место 
(3). В силу (3) 


Ро 9154 (5, (^) В: ‚5+ (№) В, ЧҸ(А)) < 

г> 

< ѕир 0151(5,(\) В, 9“ Оо))<е. при ИА -№1<5,. (6) 
> Т 


Вместе с тем в силу равномерной непрерывности $, 
50р, 9151 (5+(^) В, 5) В. Ч 00) < 


< зыр, 4154 (5, (^) В, 5, Оо) В,) <5(1А, – Ай, 151°(8,, В,)), 
і 


где 5(&#, п) > 0 при (#, п) ~ (0, 0). Таким образом, Уе > 0, Че,, є > 0, 
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такие, что при ПЛ — №юй<е; и 011° (В,, В.) «е, 
52р 0181 (5, (А) В,, 5:(%) В, Ј (А) < є. 
> 


Отсюда вытекает утверждение теоремы м 

Заметим, что если (Ао) состоит из одной точки, а В; и В, — мно. 
жества, состоящие из одной точки, то свойство (5) превращается в обулч. 
ное условие устойчивости по Ляпунову относительно и ил. В общем случае 
(5) можно назвать устойчивостью по Ляпунову по моду- 
лю аттрактора (АХ). (См. аналогиччое рассмотрение в линейном 
случае в гл. У, разд. 1 ив гл. Н разд 1.) 


ғ 


2. СЛУЧАЙ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЙ СКОРОСТИ 
ПРИТЯЖЕНИЯ К АТТРАКТОРУ 


Рассматривается лолугруппа {5,;) , удовлевторяющая условиям теоре- 
мы 1.1, те. обладающая (Е Х Л, ЕХ Л) -апрактором 9%. Через 9 (№), 
Ло Е Ло, Ао С Л, обозначается сечение % плоскостью А = № (см. разд. 1). 
(Ао) является аттрактором сужения { 5, (№о)} полугрулпы {5,} при А = 
= Ло. Имеет место следующая теорема о степенной оценке отклонения 
аттракторов Ж (№) и (№). 

Теорема 1. Пусть существует ограниченное множество Во, для которого 

УС) С Во УЛЄА,, (1) 

4151 (5: (0) Во, (А) < Се" УЛЕЛь, (2) 
причем С и 7 независят от ^. Кроме того, предполагается, что 

УЛ, ‚ ^> ЄЛ, и Ұи;, И? Є Во 


15. (А) и: — 5: (А. ) и, | < С,е% 1и; — Иә ў +С: 271" | \, — А; 0. (3) 
Тогда существует такая константа Со, что 
а5е( (А, ), (А, }) Ф С, } №; — ^, 49 ‚4 п/(2 + а). (4) 


Доказательство. Всилу (2) УЕ> 0 при {> (1/)18(1/є) + С,, С, = 
= ШС, 


5,0) Вь © О.С) УЛЕЛь. (5) 
Кроме того, так как %(Х) С Во, то 9(\) = 5, (№) 9 с) С 5, (^) Во. В силу 
(3) 


0151 (5$: Ол) Во, 5: Оо )Во)= зар іп 15,0, )х-. 5.0) 1 
хеЕВ, УЕВ. 


< зир 15, (А) х – 5:04) х 1А Се А, А, (6) 
Хх В, . 


Из (5) я (6) следует при! = (1/1) 11(1/є) +С; 
Фе (9 (А), 0 )) < я (5, (А) Во, 5,0) Вв)+2е < 
< Сел, – № + 2е= Сзє 1А, А, + 2. (7) 
Последние два слагаемых при є = ЇХ, — А, №! баға) имеют одинаковый 
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порядок и, взяв такое є, получаем из (7) оценку (4), в которой 9151° 
заменено на 9151. С помощью замены Л; на А, и А, на Х, выводим (4). в 
Приведем еще следующее усиление теоремы 1. 


Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда найдется такая 
константа С, что прии\, из Є Вои Ќи; -и> «є 


5ир 915175: (А, ) и, {Ј 9С (А; ), 5.0%) м2 9 (А, ))<С(1 А; — А2 [9 + ЕТ), 
г> 0 


4 = п/(п + о). (8) 

Доказательство во многом аналогично доказательству теоремы 1. В си- 
лу (3) и (4) 

4154 (5: (1) и: ОЎО, ), 5: (2) из О ЯО, ) < 

< 15,0: и: – 5, О. } и 1+ 45 СО, ), %О2)) < 

< Се (ИА, — №. 1+ Тм; — и №) + С. 1А, — А, М, (9) 
С другой стороны, в силу (2) и (4) 

9154 ($0) и: 9 ЧО, }, 5 (А, ) из 9 ЖО5) < 

< 0151 (5: О, ) и}, 9 (А; )) +1105, (А ) 42, % (А, )) + 

+ 91591 (9 (л), (0) < 2Се +С, – А, 14. | (10) 
Правая часть (9) растет по 7, а правая часть (10) убывает. Поэтому левая 


часть (9) и (10) (она одна и та же в (9) и (10)) при любом Г не превос- 


ходит минимума из правых частей (9), (10) при любом фиксированном 
10. 


Обозначим ЇА, — А, 1+ и, — и, 1 = є; и найдем такой момент времени 


# = #0, при котором правые части (9) и (10) имеют один и тот же порядок 
по степени є}: 


Сев, = 2Се7"!, 11% = (1а + т)) 1901/6) +С. 


Подставляя значение { = ѓо в правую часть (9) или (10) , получаем 

9151 (5,0, ) и: ОЯ, ), 5,0) из УЖ (А )) < 

<2Се "о +С, Їл, — № Ч = С, 110+) +С, А, А, 19 < 

«СХ, — А, 19 + Им; – м 09). (11) 
При любом данном Г мы использовали ту из оценок (9) или (10), правая 


часть которой меньше. Заменяя Л, на > и А; на^,, выводим (8) е 
Следствие 1. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда 


зир 9151(5,(^,)и:, 5:(А2) 9 (0) < 
1 > 0 


< С( \; – №, 19 + [м, мә 19), а= 1/(0 +о). (12) 


Действительно, левая часть (12) не превосходит левой части (8). 

Будем говорить {5,(^)} гельдеровски устойчивы по Ляпунову по мо- 
дулю аттрактора Ж (А), если выполнена оценка (8), а следовательно, вы- 
полнена также оценка (12). 
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3. НЕПРЕРЫВНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ НЕУСТОЙЧИВЫХ МНОГООБРАЗИЙ 
ОТ ПАРАМЕТРА 


Пусть дана полугруппа {5,}, 5,: ЕХ № + ЕХ №. Обозначим через 
%(Ло} множество неподвижных точек полугруппы {5,(№)}. Очевидно, 
® (№) =П (ЯП {А = А, )), где 9 -- множество неподвижных точек {5,}, 
П,: Е ХЛ > Е – проектор. Если У — некоторое множество, лежащее 
в Е, то через МЧ(Ү, Ло) обозначается множество МН(У, Е, Е), соответст- 
вующее полугруппе {5,(№)}. 

Теорема 1. Пусть полугруппа &5,} обладает (Е Х Л, ЕХ Луаттракто- 
ром Ҹ и операторы 5, непрерывны по (и, №) на %. Предполагается, что 
для {5,} выполнено условие (1.1) и на %{5,} обладает непрерывной 
по (и, №) функцией Ляпунова Ф = Ф(и, ^). Пусть при каждом \ Є Ло сущест- 
вует лишь конечное число неподвижных точек 2; (№) Е Ў (^)(1=1,...,М), 
причем эти точки непрерывно зависят от Хи Ф(2; (№), №) > Ф(2 (№), №) 
при і< }. Тогда: 1) при любом ЄЕК %“(Ф < #)(А) 5 9(Ф < ВО) прил > 
> №; 2) если О С Е - любая окрестность множества М“ (9, №), где 
9,={2;,Є9 (А): Фр №) <Ф(;, №)), то 


М" (2, (А), А) П (Е\0) > М2; (№), №) П (Е\О) при № №. (1) 


Доказательство. Пункт 1 является следствием инвариантности 
и компактности множества %(Ф < #), а также предложения 1.3. 

Доказательство п. 2. Пусть 2 = 2; (№) С ® П (А = №). Положим & = 
= Ф(2, ХА). По условиям теоремы функция Ф(и, №) не принимает значе- 
ний в интервалах ]Е — Зе, #[ и ]&, & +3е[при (и, А) Є #0 {А = Ао}, если є 
достаточно мало. Это следует из конечносги множества {А = А}. По- 
ложим Ль = ЛЕЛь: 1А - АА < 5). Если 6 мало, то Ф(и, №) не прини- 
мает значений в интервалах [# — 26, Ё – в] и [& + с, Ё + 2%] при (и, № Є 
Е %П {АЄ Д,}. Рассмогрим 5, на Ё Х Ль и обозначим через «о кривую 
2, (№), ЛЕ Л5. В силу теоремы 2.1, предложения ПІ.1.2 и замечания 1.2.1 


И (Ф<Е+ е) = М (о) 9 Ў(Ф<Е е). (2) 


Отсюда из замкнутости %(Ф < # + є) и из того, что М" (со) состоит из 
траекторий, выходящих из 4, вдоль которых Ф(и, А) убывает, следует, 
что ЗМ" (с) С Ч(Ф<ЗЕ- є). Пусть О, — открытая окрестность множест- 
ва (Ф < Ё- е). В силу (2) М*(%«)\О, = [М*(%)]\0О,. Поэтому 
М'(о)\О, замкнуто, а в силу компактности %(Ф < Ё + є), множество 
М'"(о)\О, компактно. Из предложения 1.3 получаем 


П. (ЕХ Ло\ 9) ПМ") АА, )) > 
> П.Е Х АЛОО) ПМ" (©) П (А = А }) 


при №, > №. Так как М (о) ПА = Л) = М(Х), А) (=0, 1). то отсю- . 
да и из сходимости %(Ф < & - © (А, )} + (Ф < Е - є)(Хл) при Л, => № 
следует утверждение 2 теоремы м 

Из этой теоремы выгскаст, что при изменении параметра Л часть 
Мч(2(^), №), которая лежит вне окрестности множества # (Ф < Е, А), 
где ё, = Ф(2; (А), А) - в, е2 0, мало меняется при изменении А. При этом, 
согласно п. } тсоремы, множество (Ф < #)(А) мало меняется при измене- 
нии А для любого ЁЄ К. | 
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4. ПРИМЕРЫ АТТРАКТОРОВ, ПОЛУНЕПРЕРЫВНО ЗАВИСЯЩИХ 
ОТ ПАРАМЕТРА 


1. Параболическое уравнение с монотонной главной частью. Рассмотрим 
уравнение вида (1.3.1): 


д, и = д; а, (9и) – Г(и,е)+Ли-в, изо =0, (1) 


где а; (Уи), кроме условий монотонности (1.3.5) и (1.3.6), удовлетворяет 
еще условиям потенциальности (1.4.6), (1.4.7); для непрерывной функции 
Г(и, є), 1Е| < є, є > 0, выполняется равномерно по є условие (1.3.8) и, 
кроме того, (1.3.7) и оценка 


170и, є.) - Л(м, є.) < СА +1 Ро Ре, - е |, | (2) 


[е 1, [є | Зе; ЕЁ. ($) и для 4 выполнено (1.3.9). 

Теорема 1. При выполнении сформулированных выше условий полу- 
группа {5,(є)}, соответствующая (1), обладает для любого є, |Е| < 6%, 
(Н,Н)-аттрактором Ҹ(є), равномерно по є ограниченным в И; ПИ = Е 
(обозначения см. в (1.3.10')), причем в Н = 1,,(9) 


0151 ,(% (є), 9 (є; )) ~ 0 при є > є). (3) 


Доказательство. Ограниченность аттракторов (ё) в Е = И, б У, 
вытекает из п. 4 теоремы 1.4.2. Для доказательства (3) применим к полу- 
группе {5,}, 5,(и, є) = (5, (є)и, є) теорему 1.1. В качестве Х возьмем 
| Ч 5,Во]} Х Ло, где Во – равномерно по є Е-поглощающее множество 

1>0 


для полугрупи {5,(є)), а [.] – замыкание в Е. МножествоВо компактно 
в Н = [, ($2). Существование Во вытекает из п. 4 теоремы 1.4.2 и условий, 
наложенных на уравнение (1). Очевидно, 5, Х С Х. Будем теперь рассмат- 
ривать Х как подмножество НХ Лу. Очевидно, Х замкнуто в НХ Луч. До- 
кажем, что 5, (НХ Ль, НХ Ло)-непрерывно на Х. 

Пусть (ин, є) > (и, є) в НХ Ло, причем (и,,є,) Є Х. Тогда, очевидно, 
(и°, є) Є Х. Обозначим и, (Е, є,) = 5, (є„)и„. Тогда аналогично (1.3.43), 
(1.3.44), используя (2), получим 


Па (2, еп) — ии (2,60) 1 < С(о) (Пи, и? +1, – 60 |). (4) 


Отсюда следует непрерывность 5, (є)и на Х. Все условия теорсмы 1.1 вы- 
полнены; поэтому, согласно предложениям 1.2 и 1.3, имеет место (3) № 

Замечание 1. Согласно п. 4 теоремы 1.4.2 и условиям, наложенным 
на (и, є), полугруппа { 5, (с)}, соответствующая (1), обладает равномерно 
поєЄ Ло Н-поглощающим множеством Во, ограниченным в Е = И, П И.. 
Пусть Ё, — банахово пространство, такое, что Е Є Е, С Н. Тогда В, ком- 
пактно в Ё,. Поэтому в силу замечания 1.1 


4 к, (9 6(є), (є, )) > 0 при є е). 


В качестве Е; можно, например, взять ма (9), где ё > 0, р; 2 2, 


р: — то же, что в (1.3.5). При этом 2; = ЕЁ, согласно теореме Соболева, 
так как ё > 0). 

2. Рассмотрим двумерную систему Навье Стокса (1.6.1). В качестве 
параметра Х возьмем пару (о, #), гдеу > 0, #Є (1, (9))?, а за Ль — мно: 
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жество (у: 0 <р, Зи<ь,} ХС, С=(#„}Ч{50},{#,}- последователь- 
ность, сходящаяся к #0 в (12). Очевидно, С компактно в (2.)?. 

Согласно п. 7 теоремы 1.6.2, полугруппа &5,(^)}, АХ = (р, 8„). 2, Е С, 
соответствующая (1.6.1), обладает поглощающим множеством Во, огра- 
ниченным в Н: Во = {иЄ Н: |и|н, <А), и компактным в Н. (см. 
п. 7 теоремы 1.6.2); К зависит только от и, , из и С. Поэтому, как это сле- 
дует из априорных оценок разд. 1.6, Во — равномерно поглощающее мно- 
жество для {5,(№)), №о Е Ло. Непрерывная зависимость в НХ Л, функ- 
ции и (1) = (7, р, #1) = 5: (мо; Р, Еһ) от (ио, 1,8) ЕНХ Л, устанавливается 
элементарно. Поэтому выполнены все условия теоремы 1.1, и, пользуясь 
предложением 1.3, выводим, что 


5, (Си), (А) > 0 при №, = (0,8) > (00, #0) = № в Ло- 


3. Рассмотрим систему Навье—Стокса (1.6.1) в области %. С К’, ЕЕ 
ЄЛ, = { є: || < є, в > 0}, зависящей от параметра є. Предполагается, 
что существует диффеоморфизм Се: [9,] + [@:], задаваемый формулой 
у=С.(х) = х +є0(х, е), хЕ [|], ОСС ХЛ). Пусть система Навье— 
Стокса (1.6.1) записана в переменных у, у Є ,, а ее правая часть $ = 
= #(у, є). Эта система определяет группу ({5,(є)}, є Є Ло, действующую 
в пространствах Е(@®.) = Е(е) = Н(@.) и обладающую Н-поглощающим 
множеством, компактным в Н, =Н.(Е) (см. п. 7 теоремы 1.6.2). Рассмот- 
рим пространство № = (1.,(0,))? Х Ло. 

Замена у = С,(х) порождает операторы Сг, Се: и(у) > и(С.(х)). 
При замене С. полугруппы {5,(є)}, 5,(є): Ё(є) > Ё (є), переходят в полу- 
грушы {5 ,(6)} = { 6:5,(©)(С#)”'}, действующие на множествах Р(е) = 
= СоЕ(є). Предполагается, что Сея#(у, є) непрерывно зависит от є 
в (1,(90,)). Легко показать, что Ў ,(є)и непрерывно зависит от (и, є) 
в метрике (1, (%))*Х Ло на множествах вида (В, Х Ло) ПД, где В, -- 
множество, ограниченное в (Н?(9))?, Х = {(и, є) Є 1: иЕР(е), сЕ №}. 

Полугруппа {ХУ ,(є)} обладает равномерно (.,(0,,))? -поглощающим 
множеством В,, компактным в (Н ?(0,))?. Это вытекает из следующих 
соображений. Поглощающее множество В, (є) для 5,(є) построено в теоре- 
ме 1.6.2. Так же, как в доказательстве этой теоремы, можно проверить, 
что если цу (є;) Є В, (є), то существуст подлоследовательность у, (єр), 
такая, что єр. * є, иу, (6) > и Е В, (Е) в Н?. Отсюда и из свойств за- 
мены С, следует, что множество В, = О С.В, (є) компактно в (Н ?(0,))? = 

є 


= Н?. Так как У А, (є) — равномерно поглошающее множество для 5; (є), 
є 


то В, — равномерно поглощающее для {УХ , (є)}. 

Таким образом, выполнены условия теоремы 1.1, предложений 1.2, 
1.3 и замечания 1.1. Поэтому, аттактор Ҹ (є) полугруппы { Ў, (є)) схо- 
дится в Н? к аттрактору (0) полугруппы {5,(0)) = { 5,00): 
0151,12 (9 (є), # (0)) > 0 при є > 0. (Аналогично 4іѕ руз (9(є), (є, )) > О 
при є? є} .) 

4. Рассмотрим тенерь галеркинские приближения системы (1.6.1): 


дим + Рим + ПВ (ил) = Пм&, ил | :=0 = Пуно. (<) 
Здесь / и В — такие же, как в (1.0.4), и ЕЯ, Еу = [0,,...,ем], где 
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е; (ј = 1,...,№) — собственные векторы оператора Ё с наименьшими собст- 
венными значениями, Пу — проектор на Еу в Н = Е, Дополним систему (5) 
следующей системой в ортогональном дополнении Р_мкЕмв Ё: 


д,и_м +Ри_м =П_м8, и-м|1=0 = П мио (П-м=7- Пу). (6) 


При № = о система (5), (6) совпадает с системой Навье--Стокса (1.6.4). 
Возьмем Ам = 1/\, МЕ М, Л.» =0, Ло = {Ам} Ч {0}. Пусть {5,(Ам)} ~ 
полугруппа, соответствующая (5), (6) и действующая в Ё. Тогда полу- 
группа {5,},5;: ЕХ Ло ў ЕХ Ло, определяемая формулой 5 (и, Ару) = 
=(5, (Ам) и, Ам), непрерывно зависит от (и, Ау) Є ЕХ Ло. Можно дока- 
зать, что множество Вз = 530) Во, построенное при каждом М в до- 


казательстве п. 7 теоремы 1.6.2, являстся равномерно по Хм Н-погло- 
щающим множеством полугруппы {5,(^м)} и притом оно компактно 
в Н,. Отсюда следует, что выполнены все условия теоремы 1.1, предло- 
жений 1.2, 1.4 и замечания 1.1. Поэтому 


914, (9 (Ам), Є (А. )) » 0 при Ам > ^=, (7) 


т.е. аттракторы %(Лм) галеркинских приближений (5), (6) стремятся 
в Н, к аттрактору %. самой системы Навье—Стокса. 

Следствие 1. Из (7) вытекаст следующее утверждение: Уе > 0 
и К > 0 найдутся такие № = М, (є, К) иТ = 7(є, К), что любое решение 
им (Г) галеркинской системы (5), для которого Пим! < К, при всех ї 2 
> Ти М> М, находится в є-окрестности в метрике Н, аттракто- 


ра Ҹ... 
5. Рассмотрим гиперболическое уравненис 


ди +7д;и =уДи – (и, є) – #(х), изо = 0. 


Полугруппа {5,} = (5, (є)), построенная в разд. 1.8 при фиксирован- 
ном Е в пространстве Ё (см. разд. 1.8), порождает полугруппу на ЁХ Ло, 
Ло = {є ЄВ: |в| < є), действующую по формуле 5, (и, є) = (5, (ви, є). 
При этом предполагается, что все условия разд. 1.8 выполнены равномерно ` 
по є Є Л.. Нетрудно проверить, что 5; испрерывны из Ё Х Ло вЁХ Д. 
Повторяя все рассуждения, проведенные в гл. Ш, получаем, что {5,} обла- 
дает (Е Х КВ, ЕХ К) -аттрактором, ограниченным в Ё; Х К. Отсюда и из 
предложения 1.3 следует, что аттрактор Ф (є) полугруппы {5;(Е)} полу- 
непрерывно сверху в Е, -ь,6 > 0, зависит от еЕ Л. 

Замечание. Аналогично можно рассмотреть вопрос о полунепре- 
рывной зависимости Ж от 7, р, 2. 


5. АТТРАКТОРЫ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫХ ЭВОЛЮЦИОННЫХ УРАВНЕНИЙ 


Ниже излагаются некоторые вопросы, связанные с аттракторами сингу- 
лярно возмущенных уравнений. 
Рассмотрим гинерболическое уравнение вида 


ед? и +79: и = Ди - Ји) -8(%), иаа =0, е>0, 7>0, (1) 
содержащее малый параметр є при 9; и. На функцию /(и) налагаются 
такие же ограничения, как в разд. 1.8, причем для простоты изложения 
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рассмотрим случай п = 3, и, следовательно, [/'(и) < С(1 + |м [)2; р(х) 4 
ЄН і. Через Е = Е(є) обозначается пространство пар у = (и, р) с нормой 
ПУ! = НУНЕ(е) 2 Пр + уи 12, а через {5,(е)} — полугруипа, соот- 


ветствующая (1): 5,(е)у(0) = у(0), где у(2) = (и(®) д:и(1)), и(г) — реше- 
ние (1). 


Как было доказано в разд. 1.8 (см. замечание 1.8.1), полугрупиа { 5, (є)) 
обладает Е(е)-поглощающим множеством Во = { у СЕ = Е(є): Ф(у) < 


< 26,15}, где Ф(у) = Ф.(у) задается формулой (1.8.28'). Множество Во 
ограничено в Ё (є) (см. разд. 1.8): 


Во С {у: уЕЁ(е), Пуер < Сз}. (2) 

(Па, р еу Пи +єПр І.) 
Кроме того, полугруппа {5,(є)} (Е,, ЕЁ, )-ограничена, причем для любой 
траектории у (г) = 5, (є) у (0) справедлива оценка (1.8.28): 

| (2) 3 +ПУР(ВР + ед, РР = ПУ 1А + едр) < 

< Су), + агро) +1), С=С) о < 3} 
Отметим для дальнейшего, что ‘если || у(0) ИЕ, + е| 9; р (0), НУ(О) Пе) 
равномерно ограничены константой М, то 

є219,р(0)1> < єС(М)(М +1), 9 << +. (4) 

Действительно, согласно (3) ( = 0): | 

є1д,р(г)1> < є(є19,р()1)< єС(М)(М + 1). 
Отсюда следует (4). 

Уравнение (1) при є = 0 переходит в параболическое уравнение 

79; и = Ди – (и) ~ (х), и|за =0. (5) 
Для его решений ‘справедливы оценки 

Пи(О < С, (100) +1), ПРЕ +10015 < С (10 (0) + 0). (6) 

Доказательство этих оценок провслено в разд. 15, причем 

С. =С.(|и(0)1,), Ни (0) 1, =Пы (0) Ин. 

Уравнению (5) соответствует полугруппа (5,(0)}, 5,(0): Но - Но. Эта 
полугруппа обладает аттрактором Жо. 

Из п. 4 теоремы 1.5.2 следует, что Ж, ограничен в Н?. Кроме того, ири 


условиях, наложенных на Ги 2, попугруниа {5,(0)} (Н?, Н?) ограничена 
при 1 > 0; поэтому, так как Ў, =5,(0) Ў. множество Жо ограничено 
в НЗ. 
Помимо множества #, С На, будем рассматривать множество % (0) 
в фазовом пространстве Но Х Н. Множество #(0) состоит из пар вила 
(и, р). глем Є Зо, р = (1/у)(Аи – и) – Э. Это множества в силу (5) 
состоиг из траекторий (и (7), д,и(г)), слен() Є 9, Уг. Так как Жо огрз- 
ниченов П? то ‘` 
(Ны {3 +19; 11 )"° < М; (и, д,и)Є Ҹ(0). (7) 
Обозначим через Ё, пространство пару = (и, р), для которых конечна 
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норма |у 12 = и, + 1р2. Докажем теорему о равномерной ограни. 
ченности в Ё; аттракторов (є) полугру {5,(є)}. 

Теорема 1. Пусть выполнены условия .(1.8.2)--(1.8.4), (И.6.1)-(И.6.6), 
Г(и)и > ~ С. Тогда аттракторы Ў (є) полугрупп {5,()}, 0 <є<є,, є, > 
> 0, равномерно ограничены в Е, : 


С, РНЕ, <М У(и,р)Є Ҹ(е), (8) 


где М не зависит от є. 

Доказательство. Как было показано в разд. 1.6, аттрактор 
У (є) при каждом є > 0 ограничен в Ё, и компактен в Ё,. Кроме того, 
в (НІ3.12) установлено, что # (є) = М" Ў, Е,, Е). Множество % ста- 
ционарных точек уравнения (1) не зависит от є > 0 и состоит из точек 
(2(х), 0), где 2(х) -- решение уравнения 


А2 – (2) – (х) = 0, 21р = 0. (9) 
(Так как #(х)ЕН'(Я), то 121: <М, У2Є 3%, те. множество % ограниче- 
но в Я?(<2).) Пусть у(0, є) = (м(0, є), д, и(0, є) Е Ҹ (є). Через у(0, є) про- 


ходит траектория у(Г, є) уравнения (1), у(Р, є) Є Ҹ (є) при о < г< 0и 
491 к, (У(Е, е), ®) > 0 при г = ~, Отсюда следует, что найдется точка 


2, = (20,0) Є 9 и Т = – Т(є), такие, что 
НУ(-Т)-2. №. < Се, те. и(-Т) 2,18 < Се, (10) 
ИЗли(-Т =ИРССТУЙ < Се (У(-Т,е)= (Т). 
Так как 2е удовлетворяет уравнению (9), то 
| Аи(-Т) —Л(и(-Т)) -&[ < СИ 42. - Ге) - + 
+ 1 А(и(-Т) — 2. Л? +17067) (е1) < Се, 


где С, не зависит от є (поскольку 1у(-Т)і,, 12.1 < М, где М не зави- 
сит от є). Из этих оценок, из уравнения (1) и из (10) следует, что 


є 1920(-Т)1? < 27 1Р(-ТУР + 2С,є< С. 


Отсюда и из (1) и (10) вытекает 


е!д;и(-Т) |” < С, 14(-Т)1: < Сз, ПУРСТУЙ <. С3. (11) 
Поэтому, согласно неравенству (3), примененному при 5 = Ти г = 0, 
получаем 

1200, е). +е 10: р(0, є) 1? = 1400, е) 15 + 

+ || УР(0, =) |? +є2,р(0, є) 12 < М, (12) 


где М не зависит от є, а только от | (0, є) к(е), а последние на (є) равно- 


мерно по є ограничены в силу (2). Поэтому М не зависит от є и (8) уста- 
новлено в 


Замечание 1. Из (12) и (2) следует, что для любой точки у(0, є) = 
= (и(0, є), р(0,в))е %(е) 


є19,р(0,е)12 < М 


(М не зависит от є), где 9,р(0, є) = д5 (0, є) вычисляется в точке у(0, є) 


из уравнения (1). Отсюда следует, что на %(е) не только равномерно по є 
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имеет место (8), но и е|9,р(0, е)|? равномерно ограничено но є 
на всем 9 (є). 


Теорема 2. Аттракторы Ҹ(є) полугрупл { 5,(є)}, соответствующих (1), 
при Е -? +0 полунепрерывны сверху в Е, _ 5,620: 


к, _ 5 (9 (6), У(0)) > 0 при е > +0. (13) 
Доказательство. Предположим противное, т.е. 
бів, (9 (е0), (0) > а? > 0 при вк +0, кэ, . (14) 


Отсюда следует, что существуют точки ух Є Ў (є), такие, что 
ЧЕ, (Ук, 9 (0)) > а’ > 0 УКЕМ. (15) 


Проведем через ух = у(0, єк) траектории у (7, єк) = (и(г, єк), д,и(?, є,)), 
Є К. Из ограниченности (8) аттракторов Ў (є) вытекат 


Пу(. к) в, < М УКЄМ, У:ЕК. (16) 


Следовательно, в силу компактности вложения Ё; Є Ё;_5 существует 
подпоследовательность { у (1, є.'))}, такая, что 
У(0, ек')+у (0,0) в Е, єк 0, | (17) 
У(-,6к’)>У(.,0) *-слабо в 1.([-Т,Т],Е,) УТ>О. 


Так как |1у(, є’), <М, то |у(Е, 0)|Е, <М УЕЕ К. Из уравнения (1) 
при є = ех', которому удовлетворяет у(Г, є,'), переходя к пределу при 
Ек' -+ 0, выводим при помощи (12), что у (г, 0) = (и(0), 2,4(1)), ГЕ К, есть 
решение предельного уранения (5), и так как оно ограничено при ГЕ К, 
тои(1) = 9,500) = (7, 0) С 9 (0). В частности, УЕ %(0). 

Переходя в (15) к пределу при Ё = ~» +5, получаем 
О 5 (70), %(0)) > а? > 0. Противоречие. К озго спрзведли- 
во (13) а 

Замечание 2. Если Е Н,ане Н!, то П, (є) > 9,6-0, вА! 2, 
ё > 0. Здесь 1, -- проекция пары (џи, р) на первую компоненту: П, (и,р)=и. 

При доказательстве этого факта используют то, что при (и, р) Е Ж (є) 


ЕР Ни < М, 


и соображения, аналогичные использованным в доказательстве теоремы 2. 
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Глава ІХ 


ЗАВИСИМОСТЬ ОТ ПАРАМЕТРА АТТРАКТОРОВ 
ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ПОЛУГРУПП 
И РАВНОМЕРНЫЕ АСИМПТОТИКИ ТРАЕКТОРИЙ 


і. ЗАВИСИМОСТЬ РЕГУЛЯРНЫХ АТТРАКТОРОВ ОТ ПАРАМЕТРА 


Рассматриваются полугруппы {5,(^)} , зависящие от параметра А: 
5:(^):Е > Е, (1) 


где Ё — банахово пространство, А Є [-Ло, Ло] С К. В том случае, когда 
операторы 5 ,(\)и лифференцируемы по и и 5" А, и) удовлетворяют усло- 
вию Липшица по А, теорема УНІ.3:1 допускает уточнение. 

Предполагается, что равномерно по Ли и, о, причем 


ІА< № (№20 мало), 10и, 100 <М, МР О, (2) 
выполнены следующие условия; 

1) 15, (А,)и– 5, Оззи < Се [А-А {+и- 01), 6) 

[ААА С=С(М), а=о(М) угг 0, |. |=. ИЕ. 

2) 15,01,10) — 50А, 5) < СА, — А |, (4) 


где 5,0,0) -- производная Фреше 5, (Л) и по и в точке и, 0%#< |. 
3) 5 (^, 5 Си *, 0<о<1, 0<1<1. 


4) Полугрунпа {5,(^)} обладает равномерно по Л, | А | < Хь, притяги- 
вающим компактным в Ё множеством Во. (Множество Во – равномер- 
но притягивающее, если для любого ограниченного в Ё множест- 
ва В и для любого є > 0 существует тзкое ТГ (не зависящее от А), что 
У: > Т 15 (5,8, Во) < є.) 

Отметим, что в силу теоремы 11.2.2. из п. 1 и 4 следует, что {5, (№) } обла- 
дает компактным в Е (Е, Е) -аттрактором (Л). 

5) На множестве \= УЈ  (%\(\), №) существует непрерывная по 

АЕ <А, 
(и, №) Є Ж функция Ляпунова Ф (и, А). 

6) Полугруппа {5,(^)} при | Х | < Хо имеет лишь конечное число непод- 
вижных точек 2, (№), ...,2 у (А), причем каждая из них — гиперболическая. 

7) Предполагается, что функция Ляпунова Ф (и, А), полугруппы {5; (^)} 
удовлетьоряст условию Ф (2,;(А), №) = Ф(2, (А), А), А, 1А < № (это 
условие общего положения). Предполагается (только в этом разделе), 
что точки 2; (№) так занумерованы, что 


Ф(21(А), А) > Ф(,(А), № >... >Ф@м@),Х.. _ (5) 
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8) 5,(№)и непрерывно по гв Ё при { > 0, [ ^ [< Ао. 


М 
1 
9) Обозначим №, = О М" (2; (А), №). (Отметим, что 5 = (А) -- 
ј =1 
максимальный аттрактор {5,(^)}.) Предположим, что для любого ком- 
пакта К, для которого Ф (ио, №) < Ф (2, 1(), л) Уш ЕК, |А] <^, 
имеет место равномерная по А оценка 


і 
ав (5,(А)ио, 9) < Се" 


‚ С= С(К), т> 0, (6) 
Уш ЕК, Уг > 0 (аналогичные оценки,были получены в разд. \.7). 

Замечание 1. В разд. У.7 оценки вида (6) были установлены для 
фиксированного значения ЛА (см. теорему У.7.1 и замечания \У.7.10 и 
У.7.11).Отметим, что если условия теоремы \У.7Т.1, где 5, = $,(^), 
ЛІ < Ло, Ло мало, выполнены равномерно по А и если выполнено усло- 
вис (5), то имеет место условис 9. 

Действительно, константа 7 в (У 7.6): зависит лишь от характерисгик 
спектра операторов 51 (А, 2; (А)) и. от константы а в оценке (\.7.5). 
Поэтому 7 > По > 0, где пу не зависит от А. Константа Св (\.7.6} зависит 
от равномерно по А ограниченных характеристик полугруппы {5,(А)}, 
а также от времени Т (К, Л}. Учитывая сформулированную ниже лемму 1 
(обобщение леммы \.7.1) ‚ получаем, что это часло Г(К, А) также ограни- 
чено равномерно по А, Т(К, А) < Г(К). Поэтому константа Св (У.7.6), 
а следовательно, и Св (6) ограничены равномерно по А. 

Отметим, что наряду с леммой У.7.| справедлива 

Лемма 1. Пусть Ф(и, А) непрсрывна на ЕХ №, № ={^:|^] < 0), 
Ё Є К и выполнены условия 1 и 4. Тогда для любого компакта К С и 
:Ф(и, ^) < Е УХЛЕЛ } ие > 0 найдется такое Т = ТОК), что Уш С ЕК и 
УХЕ Ль существует Е > 0, г < Т, для которого 


9151 (5,(А)ио, (А) <е, (л) ={2Е (А): Ф(2, л) <) 


Доказательство леммы проводится аналогично доказалельству леммы 
У 7.1. Рассматривается 5, : Хэ Х, Х = {(и, А) ЄЕХЛ: Ф(и, № < Е}. 
Устанавливаегся неравенство (У 7.1), где М: = {(2,^) ЕЕХ №: 
:Ф(2, ^) < Е} (2 — неподвижные точки {5,(^)}). 

Теорс̧ма 1. Пусть выполнены условия 1—9 и \ достаточно мало. Тогда 


Фе (М" (А), А) (ЕЗ О;+1(6,^))}, (М2 (А,), №) п 


п (ЕЛ 0+1 (6, )))) < СіХ №1, (7) 
141 
где 0;.:(6,^) — 65-окрестность % л › 


к К 
С, у) < САА, | (8) 
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где д. > 0 (К = 1, ..., №) удовлетворяют следующим рекуррентным соот- 
кошениям: 


ам =1, ак = тіп (9,1, Пк /(&+1,)} (А = М1, у 1), (9) 


где пк и а — такие же, как в (3) и (6). 

Доказательство. Согласно предложениям У.3.1 и У.3.2 в малой 
окрестности о точки 2; (№) о М (2;) = (М, (2; (№), А) +2; (А) по, 
где 2; (№) + М, (2; (№), Х) является графиком функции и_ = #(и,, А), 
и, ЄЕ,, и ЄЕ_, Е, иЕ_ - инвариантные подпространства 5; (0, 2; (0)). 
(Слагаемое 2; (Х) выделено для того, чтобы М, (2; (№), №) проходили 
через нуль пространства Е.) Отметим, что функции 2 (и, , ^) зависят от А 
непрерывно по Липшицу в пространстве непрерывных функций, действую- 


ших из окрестности нуля в Ё, в пространство Ё_. Дадим набросок доказа- 
тельства этого утверждения. 


Действительно, & = #(А) = #(и,, А) — решение уравнения #(А) = 
= Е(А, &(^)), где РЁ — сжимающий оператор (см. доказательство теорем 


\.3.1 и У.2.1). Этот оператор в силу условий, наложенных на 5; (А), зави- 
ситот А непрерывно по Липшицу. Поэтому 


#&(А,) -#(0.) 1 < ГАО, #0 )) — ЕО, (А) + 
+ ИРА. & 02 )) — ЕСА, (А) | < 9150,)-#() 1+ СТА, –А, |, 
0<0 < 1, 120, (№) «СГ А Га 0). 


Отсюда следует неравенство (7), если О; .; – окрестность, не содержащая 
лишь малую окрестность о точки 2;. Формулу (7) с О; +;, являющейся 


ј + .. 
5-окрестностью , , следует из ужс доказанной оценки, из (3) и из того, 


что М“ (2; (№1), А) П (Е\ О, +1 (6, ^)) © о 5,0М"(2; (А), А) п 
о<т<т 
По), где Т=Т(А), |^- Л, | < 1. 


Оценка (8) доказывается индукцией по К. Для краткости, пусть А, = 0. 
М 
При к = М %) = {2м(^)}. Так как 2 (А) – гиперболическая точка, то 


5:(0, 2№(0)) - Г- обратимый оператор. Поскольку 2 у (№) — решение 


звнения 5, (А)2 м 20 = 0, то по теореме о исявной функции в силу (4 
р 1 мМ 2м 
имеем 


м м 
бів (98, 90) = 2м(^) — гм (О) Нк < СИЛ, 


и при А = № оценка (8) установлена с ал = 1. Допустим, что она доказана 
при & = 1 + 1. Установим ее справедливость при А = 1. Очевидно, имеем 


1+1 


Жи М"(21(^), А). (10) 
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Представим множество М* (2; (№), А) в виде объединения двух мнохеств: 
М" (21(%), №) = М, 1 (^) О Ми, 20А), 
Мі (х) = (и:и= (и, Х), Ни, < о) С М" (21 (А), А), 
81(и,, №) = #(и,, №) + 2 (Х) + и,, (11) 
М, о (Х={ии=да(и,, А), Пи, | = ёо) © М" (21 (А), №), | 
Ме, 2(^) = Ч 50А) Мол). 


> 0 
Очевидно, К = Ч М;.о(№) — компакт, так как множество {(и,, №) : 
РА} <А, 
ТАЕ < Хо, Пи, | = ёо) компактно, а & непрерывно по (0, , №). Кроме 


того, если Ло достаточно мало, то Ф (и, №) < Ф(2; (А), №) при иЄ К, 
1 Л. | < А. Действительно, рассмотрим функцию Ф, (А, А, и.) = 
= Ф(5.(м., №), №) - Ф(2,(^.), А). Очевидно, Ф, (А, А, и.) < 0, 
|ы, | = бо. (Это следует из определения М" (2, (№), №), убывания функ- 
ции Ляпунова вдоль траектории при возрастании Е и определения М; о(А).) 
Так как Ф, непрерывна по (А, №, и, ), а множество { (А, А, и, } и, | = 


= 50, |^|< Ло} компактно, то Ф, < 0 в окрестности этого компакта 
в КХКХЕЬ, (0), в частности, при | № ~ АІ < 6,, 5, >20, [№1 < №, 
Ны, | = бо. Из определения Ф, получаем требусмос свойство: Ф(и, А.) < 
< $Ф(2,(^.), №) УнЕК, [А, | < Хо. Поэтому, согласно п.9 условий 
теоремы, справедливо неравенство (6). 

Предположим, что бо настолько мало, что М; 1 (№) лежит в окрестности 
21 (^), в которой справедлива оценка (7) отклонения М; 1 (Х) от М; , (0): 


45 (М, (А), М; :(0)) < С | л |. (12) 
В силу (11) имеем 
М,20)= О 5 Мь0= У о 50 (13) 
#20 ие М1 о(^) г> 0 


Согласно (11) и (10), 
ав у = а М" (А), А), 05 о М" (21(0), 0)) = 
1+1 +1 
= ау ОЛ 0) М0), ом, 2 (0) © М, 100) < 


< пах («151 (5% т е, Мі (А), р. Є, 111.2(0)). 9154 (М; (А). АИ. 1 (0))). (14) 


При этом использовалось следующее соотношение, вытекающее из 
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(1.1.14), (1У.1.15): 

415(Х\ е, Х., У, К у.) < тах (81510, Ү,), ді (Хз, Ү,)). (14') 
Учитывая (12), получаем, что правая часть (14) не превосходит 

+1 1+1 

тах (59% Ч М, 2(А), о ЧМ, 20), СТАТ). (15) 

В силу (13) имесм 
141 ОМ, (0) = 141 
815005 ОМ, (А), №5 1,2(0)) = 450%, о 


о ОО, оС 9 О 5,0))< 
иЄМго(л) #20 УЄМ[0(0) г>20 
< ѕир ше 91909 50Ою)юч 
иЕМ; о(^) о Є Му0(0) >20 
{ 1 
и’. СЫ 50) о Фо). (16) 
120 


При этом использованы следующие элементарные свойства (см. (ТУ'.1.14). 
(1.1.15): | 


915%(Х, У, ЦТ) < шщ(а&(Х, Т, ), 95 (Х. У,)), 
(17) 
0х, ОХ, У) < тах(0150(Х;, У), 91500, У)). 


Так как ғ, (и, , №) удовлетворяет условию Лиишица по А, то для любого 
и Е М, (№) (и = я, (и, №) существует такое у Є М; (0) (о = 


=8.(и.,0)), что [и ~ о {< СІЛ. Поэтому правая часть (16) не пре- 
восходит | 


зир іпЁ я (( ЧО 5, (№и) ә 


иЄ М; 0(^) (и И & СТА | 120 
уе М; о(0) 


СО 5.(0)0) и). (18) 
г> 0 . 


Оценим теперь выражение 0151(-,-) = рв (18). В силу (17) и по прелпо- 
ложению индукции имеем 


р < тах {415 (СО 5,(А)и), (О 5,(0)о) о 
| : : 
о 9007), в (А, (9 5.(0)0) Чо} = 
! 
, , 1+1 9+1 
< тах {я (( ЫЈ 5 (Аи), ( Ј 5,(0)о) 9, % о ). С, +; [А | }. (19) 
І | 
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Далее А 


ам (О 5. (ди, (О 5,(0)0) о 9) < 
# і 
< ёа (0О 5, (ли, (О 5,(0)0) о 917) + 
$? : # 


Е | +1 1+1 | 
+. 915 о 5,(00)0) о, , (Ч 5:(0)и) 9 №5 ), (20) 


причем использовалось неравенство 
4 (А, В) < аа (Л, В.) + а" (В, В). (21) 
По предположению индукции, последний член в (20) не превосходит 


91 +1 
С+и | . Первое слагаемое справав (20) не превосхолит 


зар а (5,(А)и, 5,0) о 01) < 
і һ 
| 
< зар {тіп (а (5, (Хи, 5, (0) 0), і (5, Си, 5 у) < 
{ 


– 17 
< ѕиртіп {С | Ге + Се ио, Се +177 . (22) 
‹ 
При этом в последнем неравенстве использовали (3) при А. = А, Л, = 0и 
(6). Так как [ м -- о || < СІЛА], то правая часть (22) не превосходит 


зар има { С’ [А [е, Се #1). (23) 
і 


Отметим, что это выражение не зависит от и иот о. Итак, в итоге выкла- 
док (14) – (23) имеем 


і ! 
015109, 0) < 
9+1 , г 710+17 Д 
< тах {СІХІ, С. ХЕ, зар т (С' (Ае, Сузе )}. (24) 
ғ 


п 


. Г аі " 1+1 
Очевидно, ѕиртіп (С | Ме , Се ) достигается, когда обе 
А 


экспоненты равны; 
Г. аї _ А ~ 1 + і - 
Се =Сые 1га (СТА) + т). 


, 9 а? г ПИ Ам" 
Следовательно, зириил (Се”, С.е ) = СА“, "г = п, +,/ (@ + 
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+ 7;.;). Поэтому в силу (24) ‚так как 49, ., < 1, имеем: 
1 | 
4191 (9 ,, 9%.) < 


91+ 1 


< тах (СЕ "1, СТАЕ < СА, (25) 


где 4; = мт (9+1 ‚ 7,+ [ (а + 1+1 )). 
і 
Во всех выкладках, проведенных выше, можно поменять местами % и 


1 
% о, поэтому 
1 | 9; 
. 015. Со, ®#.) < СИГ. (26) 
Из (25) и (26) следует 
зр 1 9; 
9151 (3%, %,) < Сіл. а 


Так как выполнены свойства (3) и (6), то имеют место теорема У Ш.2.2 
и следствие У111.2.1. 


Замечание 2. Результаты о полунепрерывной сверху зависимости 
от параметра аттрактора полугрупиы, обладающей функцисӣ Ляпунова, 
имеются у Хейла [2]. 

Замечание 3. В случае, когда 5, является динамической системой 
типа Морса — Смейла, т.е. М" (2;) трансверсально М? (2; ), то потоки 5, (№) 
на (АХ) и 5,(Ло) на У(Хо) эквивалентны, т.е. их орбиты переводятся 
друг в друга гомсоморфизмом Ж (А) и Ў(А,). 

Доказательство этого факта см. в работе Хейла, Магалхеза и Олива [1]. 

Замечание 4. Представляет интерес дия полугрупи {5,(А)) , дейст: 
вующих в банаховом пространстве Ё, изучить поведение при изменении А 
локальных неустойчивых множество М" (2, о) = М*(2, о) (№), где 2 - 
стационарная точка 5,(Х). Рассмотрим случай, когда (2 (#), Х(Е)), 
Е] -е,е {, – рсгулярная кривая (т.е. (2' (Ё), А (Ё)) = (0, 0)) реше: 
ний стационарного уравнения 4 (2, А) = 0. В этом случае, как показано 
в работе Бабина и Вишика [16], определяющую роль в изменении 
М" (2(#), о) (А (Е)) играет поведение А (Ё). В частности, перестройка 
М" (2 (Е), о) (А (Е)) может происходить только в критических точках Ё, 
функции А (&), те. в точках, где А (Ёо) = 0. При этом в точках перегиба 
(там, где Х' (Ё) не меняет знака) перестройки ЛМ" (2, о) не происходит. 
В точке поворота (где ^’(Ё) меняет знак при прохождении через Ё о) 
М"(2 (Е), о)(Х (&)) меняет размерность на единицу (более подробное 
описание см. Бабин, Вишик [16] ). Оценки снизу числа точек поворота на ре- 
гулярных стационарных кривых уравнений вида Аи ~ Ј/ (и) + Хи ~ #2 = 0 
даны в работе Бабин, Вишик [17]. 
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2. РАВНОМЕРНО ПО #>0 СТАБИЛИЗИРОВАННЫЙ ГЛАВНЫЙ ЧЛУН 
АСИМПТОТИКИ ТРАЕКТОРИЙ ПОЛУГРУШ:, ЗАВИСЯЩИХ ОТ ПАРАМИТРА 


Пусть в банаховом пространстве Е действует полугрунпа { 5, (А), г 2 0}, 


$, (^): Е > Е, зависящая от числового параметра А, | ^| <Ло. Ниже они: 
сывается поведение и (7, ^) = 5, (№ио, г Є [0, + [, в терминах траек- 
торий полугруппы {5; (0)}, Точнее: и(:, Х) глобально по г аипрокси- 
мирустся функцией и и (г) = и (1, №), которая при 0 <: < Т,, Т, = Т, (А), 
совпадает с 5, (0) о: 0 (1) = 5, (0)шо, Е [0, Т, ‚а при { > Т, совпадает 
с кусками траекторий {5 ‚ (0)}, лежащими на конечномерных многооб- 
разиях М * (21, ^=0), где 2; — стационарные точки полугруипы {5, (0)} = 
= (5,}, которые предполагаются гиперболическими. Таким образом, при 
0 <: < Т, и(г) = 5 шо является главным членом асимптотики и (Е, Х) по 
Хх, а при { 2 Т, осуществляет конечномерную стабилизацию этой асимпто- 
тики, При этом |и(, № —- и(г) | < Ч! Уг 0, в то время как 
Ни (Е, ^) - 5,00 | < Се |А. Очевидно, б;ио при больших ЕЁ все хуже 
аипроксимирует и (г, №). 

Приведем некоторые понятия, которые понадобятся в дальнейшем (не- 
которые из них уже встречались в гл. У). 

Определение 1. Пусть  — множество стационарных точек полугрун- 
ны {5,}, 05 (%) - 5-окрестность множества %, и пусть множество В С 
С Е. Число Т° будем называть временем попадания (для {5,}) 
из В в 05 (5%), если Уи, Е ВЧ оЕ [0, Т], такое, что 5, и, Є 05 (®). 

Определение 2. Пусть 2;,..., 2к — стационарные точки полугруппы 
{5,} иО(2,),..., О(2к) - окрестности этих точек. Будем говорить, 
ч10 5:10 проходит окрестности 0(2;) в порядке, обрат- 
ном нумерации, если из включений 5:ио Є О(2;), 5;ио Е О(2;), 
гцет 2 Е, следует, тој «1. 

Предполагается, что выполнены следующие условия: 

Полугруниа {5,(0)} = {5,)}, рассматриваемая на множестве Во С 
< Е, и полугруипы {(5,(^)},|!^| <А, на множестве В С Во обладают 
следующими свойствами: 

1) Множество $ конечно, = {21,...,2м}, причем ЭС В. 

2) Для любого 5 > 0 ЯТ? < +оо, такое, что Т? является временем по- 
падания {5,} из Во в О; (%). 

3) Для любого из Є В, существует такая нумерация (зависящая, быть 
может, от ко) точек множества и такое 5 > 0, что 5;ио проходит О (2;) 


в порядке, обратном нумерации (Ох (21) — окрестность 21), {5,} имеет не- 
прерывную на Е функцию Ляпунова. 


4) Каждая точка2; Є (=1,...,М) — гиперболическая. 

5) 5, (АВС Вь у: >0, УЕ [А.А]. 

6) Существуют такие константы а и С, что 

15, (Х)мо — 51-го е < Сее“ АІ + 15, 0)мо — оо ИЕ) (1) 
для любых имо Е В, оо Е Во, Ут > 0, г2т, ЧА, |А <А. 

7) 5, (№) чо непрерывно пог Уё > 0, Уц, Е В. 

Наша цель — при выполнении эти условий построить глобальную ап- 
проксимацию при всех { > 0 функций и (7, №) = 5, (Л)ио при шо С В с по- 
мощью кусочно-непрерывных траекторий предельной полугруппы {5,}. 
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Определение 3. Под семейством составных предельных 
траекторий, соответствующих семейству 0 = {и(г, А): 
и(г, №) = 5, (Мио, ио Е В}, | ^|< Хо, будем понимать совокупность ку. 
сочно-непрерывных по г траекторий и (2, №) нолугруппы {5,} ={ 5; (0)}, 
обладающий следующими свойствами: 


1) и(е, № непрерывна в Ё по { за исключением точек разрыва Т\,.. 
...,Тт» №1 = ТШС, А), Т <Т <... < Т, т=т(и), тм. 

2) Значения и. (Т; 0, А), и. (Т; +0, А) в точках разрыва 7; лежат в мз. 
лой окрестности О,(%) множества ? = {21,...,2м} неподвижных точек 
нолугруины {5,}. _ 

3) В каждой окрестности 0 (2х) лежат значения и (Т; + 0, Л} не более 
чем в одной точке разрыва Ту. При этом и(Т; + 0, А) Є М" (2р), и(7, А) = 
=5:- ти СТ, + 0, №) при Ту < < Туна. 

4} и (0, А) =и(0, №) для некоторого и(:,А) Є 0. 

Замечание 1. Изи. 3 определения 3 следует, что на интервалах 


17, ТС =Ь..., т — 1) и (Е, № принадлежит конечнопараметри. 
ческим семействам траекторий полугруины (5, (0)} = {5,} , лежащих 
на М" (2к). 


Теорема 1. Пусть выполнены условия 1-7. Пусть Их соответствует 
множеству В из этих условий Тогда найдутся такие малые числа Хо > 0 
и 4 > ди достаточно большое число С, что при | Х| < для любой и(: , Х)Е 
Є О, те. и(1, №) = 5, (№) мо, ио Є В, существует с.п.т. и (1, \), для которой 


зир Ни (Е А) — (1 ИЕ < СА. (2) 
1>0 


Здесь 4 зависит от числа а в (1), а также отрасстояний от спектра диффе- 
ренциалов $ (2 /). 2; Е Ж, до единичной окружности. Число С зависит от 
действия {5,) в окрестностях Оь (2;), от величины Т = Т (5) в условии 
2, от констант Сиав (1) иот \ и не зависит от А при || <Хо иот 
чо Є В. 

Церед тем как доказать теорему 1, приведем ряд лемм. 

Лемма 1. Пусть {5, (\ } удовлетворяет на В условию (1), и ЗТ < 
< +=, То - время попадания {5} из В = 95, (^)В в 0.(%) (9 = 

на 


=9({5,)} )). Тогда найдется такое №2 0, что УХ, ІЛ «Ао, 7° - время 
попадания для {5,(^)} изо, (А) Вво,,(). 
і 


Доказательство. Предположим противное, т.е. что существуют 
последовательности М; > 0, т; > Ои иу С 5, (А,)В, такие, что и(Е, №) П 
п 0,.(®) = ф у Є [0, 7°], и(х, Х,) = 5, (А;)иу. В сілу (1) при г Є 
Є [0, 7°] и при больших у {и(2, №) — 5:щ, || < Сет м1 < 6/2. От. 
сюда следует, что 1151 (5,и;,®) > 2е - є/2 Үг Є [0, 7°]. Это противо- 
речит тому, что 7° — время попадания из Во в О, (%). Полученное про- 
тиворечие доказывает лемму 18 

Лемма 2. Пусть множество %= Я ((5,}) конечно, = {21,...,2м}. 
Пусть Во С Би УЕ > 0 время попадания из Во в О. (®) для {5,} конеч- 
но. Пусть Яєо > 0, такое, что при в во Уц Е Во $;ио проходит О, (21) 
в порядке, обратном нумерации, а именно: если био Е Ос (2;) и $тиь Є 
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ЕО. (2;), гдет > 1, тој <. Пусть на В, Во выполнено (1) и В С Е тако- 
во, что выполнен п. 5 условий 1-7. Тогда ЗА, > 0, Хо < А, такое, что 
при М < Ло, Е З 60/2, из Е В 5, (^)ио = и(1) проходит О, (2;) в поряо- 
ке, обратном нумерации. 

Доказательство. Прелиоложим противное. Тогла найдутся после- 
довательности Лх > Ои иок Е В, гр, тр Е В, 1 > ір, ак Є [9 М ПЕ 
такие, что 


5, (Лк) Ио Є О.(2;,), Зах (Ак)ио Є О. (2%), Тк 2 (к, е = 60/2, (3) 


где для крагкости иок обозначено ио. Заметим, что последовательность 
{ (75. ік) принимает некоторое значение (, і) бесконечное число раз. 
Поэтому, выбрав подпоследовательность, будем считать јр =], і = 1. 
Покажем, что в (3) можно считать тк — ё. «27°. 

В силу леммы 1 существует ТО < +оо — время попадания из В в О, (9) 
для (5, (А), {Х| < Л. Поэтому, покрыв нњ Тк | отрезками ДЛИНЫ 


Т? и выбрав на каждом из них точку и (= 1, ‚т), иг } Е 0, (20. 
получаем, что существуют точки = р, ..., Р = т ие ) Е О.(2') 
‚ и(1”) ЕО. (2"), 2 Е, 0 <"! – 1 <2Т?, 21,2" =2,, Оче. 


видно, что для каждого $ найдется ї;, такое, что Е =2;:, $=1,...,т). 
Так как їі, = < 2 {у = В то найдется такое Г, что 1+, > іу. Заменив Ёх на 
И ить на #1 *1, получаем, что в (3) можно считать тх — #х < 27°, при- 
чем, как и выше, /к =], 1х = УА, є >ти 

5, (№)ио Е О, (2), 5,, Ок)ио Є О, (21), 16 «тк < 1 + 27°. 

Положим теперь (г) = 5..9: (Хк) ио, (к < < Тк + 27°. Очевид: 
но, и (гк) Є О, (2;). В силу (1), где? =тк,т = г, выводим 

пм(т) - 2, И < Ни(ть) -- 5, (Ак) мо | + 115: (Хе) цо — 21 Й < 

< 1$; — 15 Ок) Но — Эт; — к Ок) 5, (Ак) Чо | +е< С, АА | + Е < 

< 2Е = Е! < бо. 


Так как ј > р, то получается противоречие с тем, что и, (1) = 5,5,, (А; }мо = 
зи — г.) проходит О, (2, ) в порядке, обратном нумерации. Получен- 
ное противоречие доказывает лемму 2 ж 

Лемма 3. Пусть выполнены предположения леммы 2, О, (©) СВ и 
пусть при \ = 0 “6 > 0 существует у > 0, такое, что для и(!} = 5,и (0) 
имеем 


если и(11), и(12) Е 0. (2;), то и(г) Є О (2;) УЕ [1,22]. (4) 


Тогда У\Уё > 0 Зу, > 0и № > 0, такие, что при |^| < Хо справедлиео 
(4). гдеи(1) = 5, (№)и (0), у= т,. 

Доказательство. Зафиксирусм ёо < єи положим ё = 2. Обо- 
значим через уо то значение у, при котором справедливо (4) при указан- 
ном ё иирн А = 0. Положим у = уо/2. 

Докажем, что (4) справедливо, если у = уџ, 6 = 5, при {ХМ [< №}, гл: 
\ ; достаточно мзло. 

Пусть Хо таково, что справедливы утверждения леммы 1, где 2с = 71. 
Обозначим через Т время попадания 5, (Л)мо = и(?, Х) = (г) в О, (3). 
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Кроме того, пусть Хо настолько мало, что справедливо утверждение лем. 
мы 2, где є = у. Пусть и(!1) Є О,, (21), и(12) Є Оу (2;), #2 >, и 
и(1,) 4 Оу, (21), ѓо Є (21, г: |. Положим 

п = іп(тт< го, и Ф Оу (21) УЕ (7, 20), 

15 = ѕир{7: т2 ѓо, (г) Ф 0, 6) Уг Є [15,1]}. 


Очевидно, Г: < п < < о < <{; <1,. Докажем, что г; — М <Т®. Действитель. 
но, если Г; — {1 > Т, то на интервале ]11, г: [ найдется точка го, такая, 
что и(о) Є Оу (2). При этом ј + і в силу определения г; и ѓІ. В этом 
случае и (г) последовательно попадает в О. (2;), Оу (2;), Оу (;), чою 
противоречит утверждению леммы 2. Таким образом, неравенство #; ~ 
— > Т невозможно и 2; ~ #1 < Т°. 


Докажем теперь, что точка и (о) Е О, (21). 

Действительно, пусть Хо настолько мало, что Се®7* Ло < 71/2. Пусть 
Ио = и(11). Положим из (Е) = 51—:*Ито. В силу (1) и так как Е; — п < 
< То, имеем 

|| мо (1) — (Е) | < 71/2 при й << 0. | (5) 


Поэтому ио (#2) Є Озу уз (21) = Озу, уа (21). Так как (4) выполнено при 
Х = 0, у = уо, то мо (1) Е О (21) при г Є [11,15].. Воспользовавшись (5) и 
тем, что б + у,/2 < 26 = 6%, получаем отсюда, что и(г) Є Оз, (2;} при = 
= ® 

Лемма 4. Пусть последовательность неотрицательных чисел #, І = 0, 
ї,..., п, удовлетворяет неравенствам: 

ани < ра + рот + $, (6) 


где п, $ >20, р >0, р 2 0, ру "ро. Тогда Е, [=1,..., п, удовлетьо- 
ряют оценке 


Е < Ері + п(р! - р) (р, ~ ра)! + $ (1-21) (Ер). (7) 


И 


Доказательство. Умножим (6) на рт"! и просуммирусм оз С 
до К — 1. Мы получим 


Кк-—1 
рух < Е + пру! РИ (рз рг)! + $ 2. рт" = 


= & + пог (1 — (фор КЕ ~ рарг!) + ёру! (1 = ру) ~ р: ). (8) 
Отсюда следует (7) в 


Лемма 5. Пусть выполнены п. 4—6 условий 1—7, |^|< Хо, Хо мало. 
Пусть 


и(г) = и(, №) =5, .О)и@) Е 0(;) МЕ г,Т|, 


где О(2;) — малая окрестность точки 2; Е %,т < Т. Пусть У_ (и) опре- 
делена по (У.3.10). Тогда при всех 1 Є [т, Т], таких, что т — т - целое, 
справедливо неравенство 


НИ (У < ети (ис И + СА, (9) 


где С; не зависит от {и(:)}, у> 0 (у= т -65_) > 0; см (У.3.8)). 
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Доказ. ‘сльство. Для краткости возьмем т = 0 и положим { ~ 7 ғ 
= г = К. Если окрестность О достаточно мала и число А мало, то из (1) се 
дует, что при и(/) Є Об1и(1) Е О', где О" — малая окрестность точки ;;. 

В дальнейшем будем предполагать, что окрестность О! = О! (2;) на. 
столько мала, что в ней формулами (У.3.10), (У.3.11) определены опс 
рзторы И_, И, (соответствующие 5, = 5, (0), т.е. Х = 0). Справедливы 
неравенства (У.3.8), (У.3.9), которые запишем в виде 

НИ. (кш) < еи (м)! (2 0), (10) 

НИ, (Зач) > еки (и)! (82 0), (11) 
Здесь Ш-Н = НП. Но — та же, что в (У.3.8), (У.39). Она зависит от точки 2;. 

Заметим, что при и = и(г, Л) =5, (ЛХ) Є О! 

НИ (&(#+1,^)) = НИ (5, (О) < ПИ ($ и) || + 

+ НГ «(+ 1,^)) – И бы 

5, = 5, (0). 


Учитывая, что У_ удовлетворяет на О! условию Линшица, воспользовав- 
шись (1) для оценки | и(ё +1, А) — 5,0 || и применив (10), где К =1, 
получаем ” 


НИ (и (+1, лети. (и (и, х) 1+ Стать) -- Зи А) < 
Ѕетт\іи (и (г ^)) 1+ С" 11. (12) 


Зто неравенство справедливо при { = 0,..., я при п < Т. Очевидно, (12) 
имеет вид (6) где Ё; = И (и(1,^)) 1, р =е`”, р, = 0, 1=0, $ =С" А |. 
В силу леммы 4 получаем оценку (7), в которой [ = г, р! = е7“. Из (7) 
следует (9) (т = 0) в 

Лемма 6. Пусть выполнены предположения леммы 5. Пусть и(ғ) = 
-и(!,^) Е О',и(1) =5:_,Хт) Е М, (2) 50 УЕ т, Т],Т- т=п- 
целое, и пусть П.Т) = П, о(Т). Тогда справедливо неравенство 


Ну) и (И < СЕИ. (и (т) И + САТ УгЄ [, Т]. (13) 
Доказательство. Для краткости положим т = 0, 2 = 0. Докажем 


(13) для целых г = А (К = 0, 1,..., п). Очевидно, и (К + 1) = 5, (0). (К) = 
= 5,5 (К), и(к + 1) = 5, (^)и(&) = (А + 1, А). Поэтому 


(Е!) (+1) =5 и (А) - ти + - 8 м (А). (14) 


Напомним, что 5и = 57и + В (н), В (0) =0, 18°) 1 <ипри ме О", где 
и мало при малой О!. Обозначим и. = Пи, и_ = Пи, где И, и П. - про- 
екторы на Е, и Ё.. соответственно. Так как ь@ М,, тоо =а, (и. ). При- 
менип П, к (14) и учитывая, что и (А+ Е, А) -- 5и (1 С! | в си- 
лу (1), получаем 


Ем, (А+ 1) о (+ ЕР И, $, (м, (К - в, (КГ. Со 1! - 


15 
- ІВ, [В (м, (К) чи (А) - В (и. (А) +. (Ы. (А))) 1. (15) 


Так как на А, , согласно (У.2.6), ИИ) < (1 + ео)! (изномним, 
что Ё, = Е, (р), М, =М, (р), гдер= і, 1:2 1. № га же, что в (У.2.3)) то 
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из (15) следует 
іш. (+10) -ыь, (А+) (1+6) іш, (К) - в, (К) 1- Ти, (А) - 
— и. (К) Со |^1-- Ри (К) – е. (0. (К) 1 > (+0 – р) фи (А) – 
— 0, (К) Е - ии. (А) - 8+ (м, (А) 1-- а о. (К) – ш. (К) 1- Сі. 
(воспользовались тем, что |2, | < а). Так как ри 9 малы, а дл; 
и (К) - в. (и, (К)) = И. (и(®)) справедлива оценка (9), получаех 
и. (К) — и, (К) < (1+6 1/2) * и. +1 о, (++ 
+и(1+6е5/2)-! (1 ео) ПИ (м (0) 1+ СТАТ (К =0, 1,...,п- р). 


Обозначим Ё; = Ќи; (п – Г) + о, (п – Г) 1. Неравенство (16), где = п – І, 
примет вид (6), где р, = (1 + є0/2) 7°, р = (1 — во) 7, {= С, ||, = 
=р(1+є0/2) 7, (1 о)" И (и(0)) 1. Из (7), учитывая, что 


про = (1 + 65/2) * (1 — во)" ТИ. (и (0)) 1< С, ТИ. (и (0)) І, 
получаем оценку 

и. (0-0 ФЕ < С, У. (и (0) 1+ Сз 1А1(=0, 1,..., п). (17) 
Применим теперь к (14) П_. Так как 115; П_ 1 <1 – ео, то имеем 

и (+1) о (+ П $1 (и ®-ь (К) +. 

+11 [В (м, (к) +и (0) – Во, (к) + (КЮ) +С 1А < 

< 105, 1-и (К) - и (А) жр, (к) 0. (К) + 

+ р ћи (К) - о (КЮЕ Со АН. 
Отсюда выводим 

и (к +1) - о (кр < (1 со + И (к) о (К) + (18) 

+ рс, 1И_ (и (0) 1+ С, ТАТ. | 


Это неравеиство имеет вид (6), где Ё; = йи (1) – о (1) 1, р = (Е - в + 
+ р), п= 0, = рс, КУ (и(0)) і + С. |1. Из (7) получаем, что справед- 
ливо неравенство 

іи (0) -- 0 < (1 є +и) Ти (0) о. (0) 1+ | (19) 

+ С КИ (и (оу) 1+ Сь АІ. 

Заметим, что поскольку и_ (0) Є М, ‚тои. (0) = &+ (о. (0)) и 

іи (0) о (0) 1 < 1и (0) - 2+ (и, (0) 1+ Та, (м. (0)) - &+ (0, 0) 1 
< И (и (0) ї+а Ти, (0) - о, (0) Е. ° 


(16) 


Позому из (19) ииз (17) следует оценка 
ди (0) - о ОЕ < СТИ. (и (0) 1+ Се ТАТ. 
Из этого нервенства и из (17) следует (13) при целых / (т = 0). В силу 
(1) при 0<0 <1 1№( + 0) - (+0) 1 < Се (и (К) - о(К) ҒА), и 
поэзому (13) справедливо при всех г Є [0, Т] м 

Лемма 7. Лусть и Є 05 (21), еде $ достаточно мало. Пусть Т > 0. 
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Тогда на М, (2;) (р = 1) существует такая траектория и(!), 0 <:<1, 
чю Пи = И. ь(Т), (Е) Е М, (2;) П 0' (2), где О! – такая же, как 4. 
лемме 5. 

Доказательство. Если ою — малая окрестность в М, точки 
з, тоуравнение 5.0: = ио, оо Є «©, имеет единственное решение, лежа- 
шее в М, (2;) ПО' (21) (см. п.4 теоремы У.4.1). Возьмем в качестве мно. 
жество тех и Є М, (2;), для которых ИИ, (0) 1 < ео, где со достаточно 
мало. В силу (11) ПИ, (о) 1 < ТИ, (00) 1, поэтому и, Е <. Повгоряя 
рассуждения, видим, что существует УК Е М шк Е М, (2;), 5кик = оо 
Үр, Е о. Положим из = П.и + 2, (П, и); пусть оо Є ои А - целое Ё = 
= [Т] +1, [7] – целая часть Т, 5,0, = оо. Положим и' (1) = 5,06, 0 < 
<1«<Т+1, 000) =и! (1+ -Т). Очевидно, о! (7) Є о при/ = 0, 1,..., К. 
Так как 5,2 = 2 Ут, то 10! (7 + 0) – 502 1 < Се 10! (7) - 21, и если 
о> достаточно мала, то о! (г) Є О! при всех г Є [0, К] и, следовательно, 
н) СО! Уг Є [0, Т]. Заметим, что если и Є Оз (2:), где бо доста- 
точно мало, то Пуи + &. (П, и) = оо, Є о. Таким образом, траектория 
(г) существует для любого и Є Оз (2;), и лемма доказана ш 

Доказательство теоремы 1. Для каждой точки 2; Е 
Е% (ў = 1,..., № выберем окрестность О! (2;), такую, как в леммах 
5, 6, 7. “ 

Пусть число 6 <, (1) Уі = 1,..., М, где бо — число из леммы 7. Пусть, 
кроме того, 6 настолько мало, что если и(т, №) Є 05 (2;), и(Т, ^) Є 
Е 0% (2), тои(г, ^) Е О' (2;) Уг Є [т, Т]. Заметим, что при А = 0 та: 
кое 5 существуст в силу леммы У.7.2. При (А < Ау, где Ло мало, такое 
$ существует в силу леммы 3. Через 7° обозначим число из леммы 1, 
где 2е < 6б. (Числає и ё выбираются одни и те же для всех 2;, ј = 
:1,..., №.) 

Зафиксируем траекторию и (1, А) Є Ц», и(г, №) = 5, (№) чо, ио Е В. 
Для краткости будем нисать и (г, А) =и(1), и@,^) = (1). Кривая и (г) 
попадает в окрестности О, (2;) некоторых точек 2; Є 9. Пронумеруем 
эи точки в том порядке, в котором и(/) ноинадает в эти окрестности: 
21...) 2, т < М, 21 = 2; (Г). Такая пумерация возможна при малых 
А в силу и. 3 условий 1 — 7 и в силу леммы 3. (Отметим, что нумерация 
2 по верхнему индексу может зависеть от и.) Через Г; обозначим 
первый момент г, в который и(ғ) попадаст в [0 (2')], а через й - 
последний момент, когда и (г) Є [05 (2!) |: 


п = хир {г Ут < ги(т) Ф О, (2) 
(ссли таких т нет, тої = 0), 
11 = ШГ {1 т> Е и (т) 6 0 (20)} 


(если таких т нет, то Іў = +оо), Положим 10 = О ии(!) = 5,400) при 
ГЕ [0, 11]. Так как гт < Тб, то в силу (1) НЕ) - ие) «СТАТ е“? < 
< С, АІ при! Є [0,1;]. Проведем постросние и({} при всех Е по ин- 
дукции. Предположим, что (г) построена при 0 < «< 77, причем для 
этих / справедливо неравенство 


Вии < С ИАН 1. | (20) 
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Построим и (г) и, гє р, п ], а если у + +, топриг Є [1 
1+1]. А 

В дальнейшем л,.: краткости изложения будем писать 2` = 0, 

О, (2!) = О, 1 = 0, б =, цен, Т = Ё М, (2) = М. 

Рассмотрим две кривые И; (1) и и; (г). Положим и, (г) = 5,0 (0). В 
качестве и, (1) возьмем траскторию у(г) Е М,, П, о(5) = П, и(ге). 


Такая траектория и(!) Е М, 7 О! при г Є [0, 15] существует в силу 
леммы 7. Положим 


и (1) = и, (1) при гЄ[0, 7], (21) 
и (г) = 0, (1) при г> 7. (22) 
Ниже значение Т будет явно указано. Отметим, что Т Є [0, г | и либо 


Т — целое, либо Т = г. Значение Т выбираем так, чтобы выполнялось 
неравенство 


и (0) (0) Е < СА (23) 
при г Є [1;, 4] = (0, #1]. Заметим, что в силу (1), гдет = 0, и (20), где 
{ = 0, имеем 

иф) (о) & СЕТ (АЕ Су 1А 19-1) уг (0, Т]. (24) 
В силу (13) имеем | 

іи (1) -и (0) 1 < СЕУ (“и (Т) СіХ угє [Т, 1$}. 

Оценивая ЇИ_ (и(Т)) | при помощи (9), где т = 0, получаем отсюда 

іи (г) и (И < С'е-тт + С! УТЕ ТТ, 16}, (25) 
где 7 = ү(2/) = 7 (2; (кә). Возьмем в качестве Т целую часть числа о: 
Т = [0}, где в определястся из равенства 

е9 |А 19-1 = е7, о = ду (п!) / (а + 5). (26) 

Из (24) и (26) получаем, учитывая, что Т < о: 

и) 0091 < СА 1-41-19 +79 орд рн Су ТА 11-1), 

Отсюда следует, что (23), где 
4: = 91-17109 + ү!) (27) 


выполнено при / Є [0, Г ]. Заметив, что Т 2 в — 1 и воспользовавшись 
(25), получаем, что справедлива оценка 


А і, і і , 
Еи (7) (г) < еу СЮ 91-1106 +7) + С (28) 
УЕ [Т, г). 

Следовательно, оценка (23) с 41, определяемым (27), верна при г Е 


Е [Т, 15]. Заметим теперь, что в случае, когда [0] 2 Ц, в (21) кла 
дем Т = 10. 

Рассмотрим отдельно случай, когда го = +оо, т.е. і = т. Этот случай 
рассматривается так же, как последний этап построения спектральной 
асимптотики в точке 2'" в доказательстве теоремы \.7.2; (г) при #2 


252 


> Т,„ строится как предел лежащих на М, (2”) траекторий к (1), # 
= 1, 2,..., полугруппы {5,}, удовлетворяющих условию Пи (1) 

= П, и (25), гк > +оо. При этом используется тот _ факт, что КОНСЈАан ;;,; 
в неравенстве (25) не зависят от 10, ‚ т.е. от! к при И = Ик. 

Определим теперь траекторию и и (1) при г Е (10, 11] (в случае г, ^ 
< +=). Положим и(г) = 5, _ и (10 — 0) при таких г (1 Є [10,11|). 
Воспользовавшись неравенством (23), гле г = 10, и оценкой (1), тле 
т = 10, а также тем, что {1 - {$ < ТО в силу леммы 1 и и. 2 условий 
1-7 получаем, что неравенство (23) справедливо при 0 «г «г; (= 1, |). 
Следовательно, оценка (23) справедлива при і = 1,..., т, и теорема 1 
доказана № 

Замечание 2. Если точка 2; устойчивая, т.е. іпі2; = 0, то она мо- 
жет совладать лишь с 2”', так как и(1, №) -—2,(^) при г > +, 2;(^) > 

"прил -0. | 

Замечание 3. Из(27) следует, что в (2) 


92 4т = "(00 Х.х ) (29) 
о + Үт) а + усту ` 
где минимум берется по целочисленным функциям / = Ј (2), соответст- 
вущим нумерапиям 2* = 2, (1). , 


Замечание 4. Условие (1) можно заменить условием 


іи (А) 5, (0) |< Сех т) (А 199 + и (т, А) – оор). (30) 


При этом параметр А может быть не числовым, а векторным. Утвер- 
ждение теоремы 1 сохраняется, а число д в (2) определястся формулой 
4 = 40 @т, где ат определяется формулой (29). 

Укажем достаточное условие выполнения условий 2 и 3 (разд. 2) для 
(5, (0)} = {5,} 

Лемма 8. Пусть полугруппа { 5, (0)} такова, что Ҹи, Е Е множество 
(5,40, { 2 1} предкомпактно. Пусть полугруппа (5, (0)} обладает 
функцией Ляпунова Ф, непрерывной на Е, и выполнено (1). Пусть мно- 
жество Во компактно. Тогда выполнено условие 2. 

Доказательство. В силу (1) 5, (0) м непрерывна по м. Вос- 
пользовавшись леммой \.7.1, получаем утверждение леммы 8 # 

Лемма 9. Лусть Мио Е Е множество {и(г) = 5 ии, Г > |} предком- 
пактно. Пусть {5,} обладает функцией Ляпунова Ф, непрерывной на 
Е, $. и непрерывна по (1, и) Е В, ХЕ Пусть множество % неподвиж- 
ных точек {5;} конечно и все точки 2; Є ® —гиперболические. Пусть 
гочки 2; © ® пронумерованы так, что 


42.) <... < Ф602). | (31) 


Пусть окрестности О(2;) точек 2; достаточно малы. Тогда Мио С Е 5;,но = 

= и проходит О(2;) в порядке, обратном нумерации. 
Доказательство. Пусть окрестности О(2;) настолько малы, 
что они содержатся в окрестностях О, Є СО. ь/ Из леммы \. 2.2. Кроме 
того, О, ,; (2;) зак малы, что | Ф (и) – Ф (2у 31 1<е0/2 ис О, . 2), гле. 
69 — минимум из всех чисел є = єу из п. 1 ясммы У.7.2. Пусть и(1,) Є 
Є 0(2;), и(1.} Є 0(;), г > Т, і =). Тогда в силу леммы \.7.2, так 
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как 1: > г, ии(!:) $ 05, имеем Ф (и(1:)) <Ф (23) – є; <Ф (21) - е. 
Так как и(!.) Е О(2;), |Ф(и(1›)) – Ф(2;) | < є 2. Поэтому Ф (2;) < 
< Ф(и(1.)) + 9/2 < Ф(2;) - е9]2. Следовательно, в силу (31) } < іи 
и(!) проходит окрестности О(2;) в порядке, обратном нумерации « 

Приведем обобщение теоремы 1, которое используется в примерах 
эволюционных уравнений, сингулярно зависящих от параметра А в ок. 
рестности А = 0, например гиперболического квазилинейного уравнения, 
содержащего параметр А > 0 при дги (см. разд. $ 7). 
° Обозначим через Их множество функций и = у(г, ^), г Є [0, +5], 
зависящие от параметра А, Чл СЁ; через В» ~ объединение всех зна- 
чений и(!, Л), Вл = {и:и = о(г, №), 6 Е О, г Є В,}. (Ниже в примерах 
(Ух булст совокупностью решений, например, Ох — совокупность траек- 
торий 5; (Л) ио, где {ио |! < К; более сложные примеры, связанные с 
сингулярным вхождением параметра Л, приведены в разд. 7.). Кроме 
семейства траекторий И), рассматривается полугрупиа {5,}, 5,: Е э Е 
(она соответствует нулевому значению параметра А = 0). 

Условие 1’. Это условие содержит семь пунктов 1'—7'. Пункты 
1'-4' совпадают с пунктами 1-4 из начала раздела. Вместо условий 
5—7 вводятся условия: 


5') Множества Вл С Во УХ, | ^! <А, (следовательно, | и В.С 
АТА 
С Во). | 
6’) Существуют такие константы а и С, что Уро Е Во, УнЕ 0) 
Ни (2, А) – 5, т | < Сей Ч- 7) (11+ Ти (т, А) – ш 0), (32) 


і 2 т, Аі «< А,. 


7') Функциио (г, А), 0С, ^) Е №, ХІ <А,, непрерывны по { из 
К, в Ё. 


Имест место следующий аналог теоремы 1. 

Теорема 1'. //усть выполнено условие ]'. Тогда найдутся такие до- 
статочно малые числа № > Оид > 0 и достаточно большое число С, чо 
для любой функции и(-, ^) Є О, существует с.п.т. и (2, \), для которой 


зор ћи (г, А) -Я (ЛЕ < СН (33) 
{20 


причем показатель 4 зависит от числа а в (32), а также от характеристик 


спектра дифференциалов 51 (2;), 2; Є ®; С зависит лишь от {5,}, от 
Во иотчисел Си ов (32). 


Доказательство совершенно аналогично доказательству теоремы 1. 


Всюду 5, (А) ио следует заменить на и(г, А) и пользоваться условием 
1 вместо условий 1—7 начала раздела. 


3. ПРИМЕРЫ УРАВНЕНИЙ, РЕГУЛЯРПО ЗАВИСЯЩИХ ОТ ПАРАМЕТРА 


Пример 1. В области О С В" рассмотрим параболическое уравнение 
д,и = Х 9; (а, (с) ди) – ао(х, и, є) ~ Е(х) +єЬ(х, и, и), иво = 0, (1) 


причем для 4;;, 20, &, Р выполнены условия (1.7.2) -- (17.6) равномерно 
по є, [є | < є. Кроме того, ау, ад, ЁБ -- класса СЗ пои, Уи, є и их произ: 
водные по и, Уц, є до третьего порядка принадлежат С“(9) Уи, Уи, є. 
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Пусть 
а0(х,0, є) = 0, Ь(х, 0,р) = 0, #32 = 0. 


Уравнение (1), согласно теореме 1.7.2, порождает нолугрупну {5,(є)} 
в пространстве Ё, определяемом (1.7.8) (или (УН.6.3)), где а заменено 
на В, О < В «а, Эта полугрупиа в силу теоремы 11.5.2 обладает (С?* (6), 
С2*8(0)) -азтрактором. 

Заметим, что {5,(є)} обладает равномерно по є, [ є | < єо, поглощаю- 
щим множеством, компактным в С2+*ё(9) (см. доказательство теоре- 
мы 17.2, из которого видно, что поглощающее множество можно выбрать 
не зависящим от є при |єі«<єо). 

Если формально добавить к уравнению (1) уравнение 


О:Е = 0 (2) 


и рассмотреть полугруппу {5,) в ЕХ К, 5; (и, є) = (5,(е)и, є), (то так 
же, как в разд, ҰП.6, выводим из теоремы УП. 1.1, что 5; — класса С1*а', 
и<а < 1. 

Согласно теореме ҰН. 6. 3, если & Е С;, где С, – открытое всюду плот. 
ное множество в С(5)), го { 5, (0)} обладает регулярным аттрактором 
(0), %(0) = М" (2) о... ОМ“ (к), 2, ЄЎ. {5, (0) } обладает функ. 
цией Ляпунова Ф, непрерывной на Е (см. теорему НІ.3.1). 

Пусть С — подмножество Су, такос, чтопри# Є С,і +] Ф(2;) + Ф(2,). 
В силу предложения 2 (см. ниже) С открыто и плотно в С®(9). 

Теорема 1. Пусть & Є С. Тогда найдутся такие є > Ои С> 0, что при 
и(0, є) Є К, где К – компакт в Е, существует с.п.т. и (1,е) (соответствую- 
щая (1) сє = 0), такая, что 


сир [и (1, е) -- (2, е)|с2+8 < Се, В <а, |6| < е. (3) 
г> 0 


Доказательство. В силу определсиия С выполнены условия 1 
и 3 из разд. 2. Условие 2 разд. 2 выполнено в силу леммы 2.9. При} < а 
множество В(А) = {и: Нм Нс2+а < В } компактно в С2*#Ё. Если В = 
={и: и с2+е < С}, то условие 5 разд. 2, где Вь = В(К), при достаточно 
большом К выполнено в силу (С2+&, С?*%) ограниченности 5,(є) (см. 
доказательство в разд. 1.7, из которого видно, что все оценки равномер- 
ны по є, если (1.7.2) - (1.7.6) выполнены равномерно по є). Условие 7 
разд. 2 выполнено, так как {и (1), г 2 т}, т > 0, компактно в С?*°, а так 
как иЄ С?*% ‚чей (о Х [0, Г), (г) непрерывно зависит от? в сана 

Условие б разд. 2, где А заменено на є, выполнено. Действительно, при 
мой 2+а, {00| -2+а ЗСУГ> 0 |5, (ешо Л+о, |5: (е) бо Нст+а < К 
в силу (с2+а С?**) ограниче иности 5,(є). При О<г«Т (2.1) справедлн- 
во, так как 5; (и, є) - класса С!+*% по (и,є),0 << 7. 

Уравнение относительно разности % (7) = а (7) – 0(1), (7) = 5цедиь 
ий =5,(0)оо имеет вид 

д,м() = Хд (ад; №) — вом’ -- ауе — Бом – є У Ь;а;и. (4) 


Здесь 20(х, є) = [40(х, и, є) — (х, и, є) (и (х) — ь(х)), аналогично 
определяются а; = [40(х, о, є) -. @о(х, 0, 0) |/є, Бо, 6. Так каки, о огранн: 
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чены в С2*“, то указанные функции ограничены в С“. Заменив м на 


мех", К > 1, при помощи принципа максимума получим, что |, || < 
<С. (1и; (0) Ис +Е). Отсюда, так же как в разд. 1.7 в нелинейном слу. 
чае, выводим: |і (ВН 2+8 < С, (м. (0) 2+8 + є) при: > 4. При! < 4 
это неравенство очевидно, так как 5,(и, є) — класса С!*% по (и, є). 

Таким образом, выполнены все утверждения теоремы 2.1, и из нее сле. 
$ дует утверждение теоремы 1 ж 
” Замечание 1. Операторы 5,(^) (А = є) (С2*?, С?*%) ограничены 
при г > 0, и операторы 5, (и, №) компактны в С?*% при? > 0. (Это дока. 
зывается так же, как в разд. 1.7, в случае, когда нет зависимости от А.) 
Так как 5,(^) равномерно по Е (и по А, {Х| <А) ограничены в С? *8В. 
то ч4 5, В, г 2 о} ограничено С? +@ Так как $. (^, и) переводит 
ограниченное в В Х С?*“ множество в компактное, то О {5,(А)В, г > 1| 
компактно в С2*“, Утверждение теоремы і справедливо, если в ка- 
честве В взять ограниченное в С?*“ множество, а в (3) положить 

= В. Действительно, при О <: «1 (3) справедливо в силу (2.1), если 

положить 0 (1, Л) = 5, (0)и (0, ^), О <7 < 1; при г 2 1 построение с.плт. 
производится так же, как ранее. 

Теорема 2. Пусть в (1) Б = 0. Тогда существует открытое и всюду плот. 
ное в С%(9) множество С, такое, что если в Є С, то (5,(е)), [є | <єо, 
обладает регулярным аттрактором \(>), 


(є) = М"(2, (є), є) У... ОМ м (є), ©. (5) 


При этом справедливы неравенства (17), (1.8), где 151 берется в про- 
странстве Е = С?*, В <а, 

Доказательство. При Ё = 0 функция Ляпунова Ф(и, є), опре- 
деляемая (11.3.2), где Х = (є), непрерывна на Е Х К по (и, є). Форму- 
ла (5) следует из теоремы Ш.3.1 и конечности Ў при ё ЄС, где С = 
= 61 ПС,, С, — множество регулярных значений оператора Ў д; (адри) — 
— (и, 0) в С“, С, — множество тех в Є С,, что Ф(2;, 0) + Ф(2;, 0) 
при і *7 (б открыто и всюду плотно, см. предложение 2). Отметим, 
что при # Є С справедлива (1.5) для Л = є = 0 и, следовательно, в силу 
непрерывности Ф идля [є |< 6%, где єо мало. 

Оценка (У.7.6) справедлива в силу теоремы УП.6.3. Воспользовавшись 
замечаниями 1.1 и У.7.2, получаем, что выполнено условие 9 разд. 1. Та- 
ким образом, выполнены все условия теоремы 1.1, и из нес следует 
утверждение теоремы 2 = 

Пример 2. Рассмотрим теперь систему рида (1.5.1) 


ди = Ди- УС, и, № - ғ (6) 


3 
сграничными условиями (УП.3.2) или (\УП.3.2'). 
+ Предполагается, чго 


5 Ра/ды* | < Саи Ра, |9Х/9Х| < Са + (и [)Рз* 1, (7) 


где р; < тіп (4/л, 2/(п – 2)), а также выполнено (1.5.4), где цо, ду, Си 
ро не зависят от А при |^| «А. Пусть, кроме того, выполнено условие 
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(УН.3.9) ‚ где С не зависит от Л, [А | < о, и условие 


д ТА 
(и, №) - Ле, №“) + |-— (их) — — (и, ^,)| < СІЛ -мХ 
ди ди 


Х (1 +[и|)?2. (8) 


Согласно теореме 1.5.1, уравнение (6) порождаст полугрупиу {5 ,(А)}, 
ХЕ Е, в пространстве Е = Н! п {изо = Ор или Е = Н! в случае граничных 
условий (У11.3.2) или (УП.3.2”) соответственно. Эта полугруппа — класса 
С1*9 по (и, А) в силу теоремы УИ.3.1. Дифференцируемость по А этой 
полугруппы нетрудно вывести, добавив уравнение д,А = 0. Свойства опера- 
гора 5; в пространстве ЕХ В проверяются совершенно аналогично свойст- 
вам 5,(А) в Е при фиксированном А. 

Теорема 3. Пусть при №= 0 Г=(/!,...,{”) = дгаа р, Г! = Е/ди!, 
где Е — некоторая функция класса С?*“. Тогда существует открытое и 
всюду плотное в (1.,(9))" множество С, такое, что УЕЕ С и для любого 
ограниченного в Н! множества К найдется такое Хо > 0, что при [Л | <А, 
и ио(№) = и(г, |. -0 Е К для соответствующего решения и(г, №) = 
= $,(^)ио(^) уравнения (6) найдется такая сп.т. и(1, №), соответствую- 
щая (6) при Х = 0 и обладающая свойствами, указанными в теореме 2.1, 
что 


зир [м (1, ^)- и |< СМ, д> 0. (8') 
120 


Если Г = 8Е|ди! при ІХ] < Хо, то аттрактор %(^) = М (2) 9... 
... 9 МХ (2м} и справедливы оценки (17), (1.8). 

Доказательство. В силу теоремы “1.3.4 существует открытое, 
всюду плотное множество Су С (/,(9))"", такое, что при # С С, соответ- 
ствующая полугрунпа {5, (0)} имеет регулярный аттрактор % (0). Ноэто- 
му выполнены условия 1, 4 из разд. 2. Докажем теперь, что условие 2 
разд. 2 выполнено для любого ограниченного в Н' множества В. Для 
эгого воспользуемся ограниченностью интеграла диссипации, т.е. неравенст- 
вом (1.4.9). Из условия (7), из (1.4.9) и изн. 2 теоремы 1.4.2 следует 
оценка 


Г Паи 4 < С, и), оу С @@ = 5.0) 0)), 09) 


где С зависит от |и(0)||,. Из (9) вытекает, что на отрезке [0, Т] найдет. 
ся точка Г, такая, что для и (1) = 5, (0) 


Я ге [0.7]: Нани < СТ ФФ < С (10) 


Выведем отсюда утверждение и. 2 разд. 2 для любого ограниченного 5. 
Предположим противнос, а именно, что Яе >> 0 и сущестпуст ограниченное 
в Н, множество В, такое, что УТ? Зи Є В, такос. что 5,0 ЕО, (М) Ут Є 
е [0, 79}. Выбирая последовагельность Т? + +оо (ј > оо) и для каждого 


1 = 7; выбирая {Г = г;, удовлетворяющее (10), получаем носледователь- 
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ности у; = и; (г) ЄН! ‚51 = ИТ, 0 (1->°), 


Из последовательности {{;} можно выбрать подпоследовательность {1х}, 
такую, что их (1х) слабо сходятся в Н; к некоторой функции ио. Рас. 
смотрим уравнение (6) при {= ѓу, А =0, где д;и;(1,) будем считать извест. 
ной функцией. Отображение и > / (и) в силу условий, наложенных на /, 
непрерывно из Н в Н°([.(9))”, вполне непрерывно из Н! в А7! = 
= (Н-'(9))”. Поэтому из последовательности и; (1) можно выбрать 
тзкую подпоследовательность их (гк), что Л(ик(1к)) ә Л(ио) в Н". 
Отсюда и из уравнения (6) получаем, что 


Аид (гк) = ШГ Ч 


где Их = д, (1) +Г(ик (к), 0) + &, В > # +Х(ио, 0) в НТ! по норме. 
Так как А ' ограничен из Н! в Н!, то их(#к) сходятся к цо по нор. 
ме в Н!, и, следовательно, ио — решение уравнения Лио = / (ио, 0) + я 
с соответствующим граничным условием, т.е, из Е 9. Так как их (к) > 
- цо в Н', то приходим к противоречию с тем, что и; (1) # О (%). Это 
противоречие показывает, что условие 2 разд. 2 выполнено для любого 
ограниченного в Я множества Во. 

Так как 5,(А) равномерно по А, |^| <Ло, и пог > 0 (Д!, Н!) -ограни- 
чены, то для любого ограниченного в Н! множества В, В, = (и: и = $ иь, 
и, ЕВ, 1 > 0, [ХІ < №} ограничено в Н' и содержится в некотором 
ограниченном Во. Поэтому выполнено условие 5 разд. 2. Условие 7 разд. 2 
следуег из слабой непрерывности 5,00 = и(г) в Ё! и из компактности 
и) в Н! УГЕ [т, Г т > 0, которая следует из (Н', А?) -ограниченно- 
сти 5, (см. п, 5 теоремы 1.5.4). Приведем теперь к проверке условия Лин- 
шина (2.1). 


Чтобы получить (2.1), вычтем из уравнения для и (г) = 5,(А)ио урав- 
нение для (г) = 5,(0)оо. Тогда получим 


д:(и - и) = А(и- 0) ~ (Аби, № - Гб, 0)). 

Умножив на - Д(и-и), выводим 
(1/2) а, пи - 01 + инь < (У, №) - Г, 0), А(и- о) | + 
+107 (м, 0) 70. 0), Аи – и) >| < Пи о 18 + 
+ Л (и, №) — Л(и, 0) +1070, 0) — О, 0) р. 


Поэтому с учетом ограниченности и, о в Н! при! Е [0, +°°[ и ограничен- 
ности { но Липшицу из Н' в Н® имеем 


д, Ми- 012 < 1А РС+С и 01. 


Из этого неравенства следует оценка (2.1), где Ё = Н'. 

Условие 3 разд. 2 выполнено, если & Е С в силу леммы 2.9, Таким 
образом, выполнены все условия теоремы 2.1, из которой следует сущест- 
вование сит. й(1, №) ивынолиение (8'). 

В случае, когда ГЕ =дЕ/ди! при всех А, І А | «Лои А, достаточно мало, 
существование регулярного аттрактора следует при каждом А, [Х| «А, 


і] 
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из теоремы УП.3.4. При этом надо учесть, что если условия гипербо:: и --. 
сти 2; Є Ў выполнены при А = 0, то они выполнены при малых А, поз. и, 
вектор & Е С можно брать один и тот же для №, близких к нулю, и лах 
х = 0. Проверка выполнения условий 2, 3 разд. 1 проводится примерно 
так же, как проверка условий теоремы 1Ш.3.4 (зависимость от А не вносит 
- существенных изменений). 

` Условие 4 разд. 1 сушествования поглощающего множеств В, проверя- 
ется так же, как в разд. 1.5. Функция Ляпунова Ф(и, ^} опг2лелястся фор- 
мулой (Ш.3.18), где Ё. (и) = Г (и, №). Легко видеть, что сиз непрерывна. 
При А, близких к нулю, множество Ў (А) > (0) гсм. предложе- 
ние УШ.1.2, где Х = (и, А): Аи – (и А) = ғ, иЄ Н} - компакт в 
Н Х В). Поэтому в силу конечности %(0) и гинерболичности точек 
23 Е (0) при А = 0 множества Ў(А) конечны, 2) -* 2,(0) (А ->0) и 
:3(№) гиперболичны. Выполнение (1.5) при {Х| < Ло следует из выпол. 
нения (1.5) при А = 0 и из непрерывности Ф. Условие $ разл. і уже иро- 
верено. Условие 9 разд. 1 следует из замечаний 1.1 и У.7.2, Тзким образом, 
выполнены все условия георемы 1.1, и из нее следует выполнение (1.7) 
и (1.3) =. 


Пример 3. Рассмотрим в ® С В? гииерболическое уравнение с дис- 
сипацией ` 


ди +79д:и = Ди – (и, №) –- ғ, ио = 0. (12) 


Предполагается, что выполнены условия (1.8.2) — (1.8.4) и (И.6.1) – 
(7.6.6), а также (УП.4.2), где констангы не зависяг от А пои {А | «Лои 


б, ) б, №)1 < СіХ, АИ +). (13) 


Теорема 4. В Л > І,(9) существует огкрытое, всюду плотное множество 
(с, такое, что при $ Є С для любого ограниченного В СЕ, где Е опрсделяет- 
ся (1.8.7), существуют такие С > 0, 4 > 0, № > 0, что при! | «Ау и 
(и (0), д,м(0)) Е Воля (и(:), д,и(г)) существует с.п.т. (и), д: (г)), со- 
ответствующая А = 0, такая, что 


Н(ы(е, А), дм, №) - (201, №), ва, лу < СА 18. (14) 


Кроме того, для аттракторов %(^), соответствующих полугруппам 
{5,(^)},5:(^): ЕЕ, при АЕ <А справедливы неравенства (17), (18). 

Доказательство. Полугруппы {5,(^)}, 5. С): Р-Е, сущест- 
вуют в силу теоремы 1.8.1 и обладают (Е, “')-згрракзораи %{^) в силу 
теоремы 1.6.1; {5, (А) } обладают функцией Ляпунота >.: 7, А). опреде- 


и 
ляемой (1.8.10), где (и) = Е(и, ^) = ГГЕЕ, л) а. Фунь г: (у, А) не- 
о 


прерывна на Г Х К. Существует открытое и всюду илотно в 2,(9) мно- 
жество С = б; П С,, такое, что множество Ў = (0) (А = 0) конечно и 
все точки 2; Є ® -- гиперболические. При этом #(2,.\) # яаг, А), =} 
(см. предложение 2 и замечание 3 ниже). Позтому выпслк:ны условия 1, 
4 разд. 2, условие 7 разд. 1 (при |Х| < №, где № > 0 мало). Условие 2 
разд. 2 выполнено для любого ограниченного В СЕ. Доказательство этого 
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факта основывается на конечности интеграла диссявации 


Г (Иди + 19.2.) 4: < С, | (15) 
о 


‚ где С зависит от | (и (0), 2,и(0)) 1=. (Доказательство см. в разд. 1.8, лемма 1 
и (1.8.14).) Используя (15) так же, как в доказажльстве теоремы 2 была 
использована формула (9), выводим выполнение условия 2 для ограничен- 
ных В. 

Выполнение условия 7 разд. 2 следует из непрерывной зависимости 
(и, д,и) в Еотг (см. Лнонс, Мадженес [1]). 

Для ироверки условия (1.1) вычтем уравнение (12) для о(/) (при 
Л = 0) из уравнения (12) для и(г) (при Х * 0) иумножим на д, (и – 0). 
Тогда получим 


(1/2) а,ә, (и – и) 12 + (1/2) ә, Пи – 01 = (Ди, ХА) – До, 0), әби - о). 
Интегрируя от 0 до т, выводим 
кг, (и -- о) (т) + іи - о (т) < 19, (и- у) (0) + и – ой (0) + 


+С ў, нәби – о) 1а о, Пи + В ++ @иуВ +В +1] ае. 
о 
(16) 


Ззметим, что 5,(^) (Е, Е)-ограничены равномерно по г > Ои А, [А| <А, 
(все оценки, проведенные в разд. П.б и 1.8, равномерны по А, так как усло: 
вия (11.6.2) -- (1.6.6), (1.8.2)- (1.8.4) равномерны пю А). Поэтому {и (г) №, 
Ко (г) 1, «Со. Поэтому из (16) следует неравенство 


(и -- о, ди - о) В (т) < Ки-ь, би – 9 (0) + СИЕ + 
+С, р 1 (и-ь, ә (ио) 1а. 
0 


Воспользовавшись неравенством Гронуолла, получаем отсюда (1.1). Усло- 
вие 3 разд. 1 выполнено, если 5 Е С в силу леммы 2.10. Поэтому выпол- 
нены все условия теоремы 2.1, из нее следует существование с.пл. (и, д, и} 
и выполнение (14). 

При |^| < Ао, где № мало, аттракторы %(Х) ретулярны в силу теоре- 
мы УП.4.3 (условия гиперболичности точек 2; Є ® выполнены при А = 0 
в силу определения С, а при А, близких к нулю, онх выполнены, так как 
$: (2(^)) непрерывно зависит от 2 (А), а точки г (А) непрерывно зависят 
от Л). Неравенства (1.7), (1.8) устанавливаются с помощью теоремы 1.] 
примерно зк же, как в доказательстве теоремы 3. Пункт 1 разд. 1 следуст 
из теоремы УП.4.1, и. 2 разд. | проверяется аналогачно (при добавлении 
к (1.4.5) —(У1П.4.6) уравнения д, = 0) в 

Приведем теперь утверждения, показывающие, что выполнения условия 
общего положения Ф (2;) + Ф(2), 2; % 2, 2;, 2; Е Ў, можно добиться 
малым шевеленисм функции 8 (х) в уравнениях (1), (6), (12). 

Рассмотрим функционал 


Ф(и) = Ф(и, 8 = (сту + Еи) —2-и}ах, Еи)= Фа, (17) 
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и оператор 

Аи = —ди + Ци). (18) 
Обозначим через Е, пространство Н? (9) П {и| зр = 0}, Е, = 1,(9). 
При условиях, наложенных на Х в теореме 3, где А = 0, оператор А: Е э Е, - 
класса С!*®, а функционал Ф: Е, ХЕ > В – класса С!*“. Пусть 2 -- 
решение уравнения 

А? = Хо; (19) 


причем А' (2): Е, э Е — изоморфизм. Тогда 2 гладко зависит от # при ғ, 
близких к #0. Поэтому при &, близких к #0, определен функционал я +» 
Фб (5),8) = Ф,(8). 

Прелложение 1. Дифференциал Фреше Ф} (в) функционала Ф, (=) в точ- 
ке о действует нау Є Ео по формуле 


Ф,(8о)о = – 1 2(8о) ох. (20) 


Доказательство. Очевидно , действие производной Фреше Ф, функ- 
цнонала Ф (и, #) (определяемого (17)) по переменной и дастся формулой 


Ф, (и, =) = Гаи ~ в) оах. 


В силу определения Ф; и (17) 
Фуо)о = Ф, (2(Ео), Во) 2, (во) о + Ф (2 (во), 8о)о = 
= 4 (42(50) - 20) 28 (во) и ах ~ Г 2(во ) и 4х. 


$ 


Лак как /2(20)- Ко = 0, то отсюда получаем (20) м 
Предложение 2. Пусть множество % решений уравнения (19) конечно, 


%={2;,...,2м}, и в каждой точке 2; Е® А’(2}): Е! > Бо -- изомор- 
физм. Тогда множество тех в, для которых 
Ф(2,(р), к) = Ф(2(2), к) при і], (21) 


открыто и всюду плотно в окрестности точки ро. 
Доказательство. Пусть значения фу, ..., фт принимаются функ: 
иночалом Ф (и, во) в гочках 2; к множества Ў: 


Ф(2;,.50} =... = Ф(21к,, 8) = ©, у 
Ф(2,. у, #0) = . .= Ф(2, Кт? Во) = Уж. 


Зцесь фу # фу при і +, 2;к Є. Так как Ф(2 (2), ғ) непрерывно зависит 


от &, то Ф (25, 2) = Ф(2п,8) при} "Ги при в, близких к #0. Докажем, 
чо существует такое в, чо 


Фб), 0) Фен), 8) У. УК #1 (22) 
Дейсзвительно, | 

а 
Ф(2 к (#), р) = фу + а Ф, (2) (Е -5)+К, (23) 
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[21 < СїЕ- е1. а>0. 
Положив в = тл +50, ЇАЇ =1, т<1, получаем 
Ф(21к (8), 8) = фу + икт + р(т), р(т) < Ст 19°. = (24) 
Здесь в силу (20) 
а 
Шк = 4 Фе к (во), 80) В = — 2 кво) ах. (25) 


Из выражений (24) следует, что для справедливости (22) достаточно найти 
такое А, чтобы ик 72 ид УК #1. Так как 2; к #2, К #1, то найдется такое 
й, что 


Лак Нах * Ја ах. 
7! п 


Действительно, равенства = 
(к — 2н)й ах = 0 У }, УК 
9 


определяют конечную совокупность О гиперплоскостей в Ёо. Эта совокуп- 
ность нигде не плотна в Ву, и поэтому Во \О открыто и всюду плотно. 
Взяв Но Е Е,\0О и положив А = Но/Й НЫЙ, получаем, что для е = во + тй, 
т < 1, справедливо (22) ж 

Замечание 2. В качестве Е, и Еу можно брать другие пространст- 
ва, например Ё; = С?+# {и} 020), Бо = СВ (0). 

Замечание 3. Совершенно аналогично рассматривается случай, 
когда вместо Ф, определенного (17), берется функционал Ж, определяемый 
на Б, ХЕ, ХЕ, формулой 


} 
К(и, р, ғ) = /— 1р? ах + Ф(и, ғ). 
п 2 
Роль 9 играет множество точек {р = 0, и = 2), где 2; — решение (19). 


4. РАВНОМЕРНО ПО г > 0 СТАБИЛИЗИРОВАННЫЙ ГЛАВНЫЙ ЧЛЕН 
АСИМПТОТИКИ РЕШЕНИЙ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫХ УРАВНЕНИЙ 


В этом разделе даны приложения теоремы 2.1’. 
1. Рассматривается гиперболическое уравнение вида 


едти + д;и = Ди - Ки) -.=(х), ХЕЯ, иво =0, 0 <е<ео. (1) 


(Здесь параметр обозначен буквой є, а не буквой А, как в разд. 2). Пред: 
полагается для простоты, что О <= К?, 


Лии > -С. Еи) = Гоа < Сади)и+С', Ви) > -С (2) 


< СИ +1), Ли +) - Ри) | < Са ++ порыв, (3) 


гле ао > 0, р+ а < 4. Полугруппа {5, (є)}, соответствующая (1), дейст- 
вует в энергетическом фазовом пространстве Е = Н; ХН, 5, (є): Е -Е, 
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5+ (е) (и(0), д:и(0)) = (и(г), д,и(г), где и(#) — решение (1); &Н, } — 
шкала пространств, порожденная оператором Ди, и| зо = 0. При є = 0 за- 
дача (1) вырождается в параболическую задачу 

ди = Ди – Ди) ~ ғ, изо = 0. (4). 


Полугруппа {5,}, соответствующая (4), действует в //,, 5,: Н, ~ Н, 
УГ > 0, 5, и(0) = и(г), гдеи(7) — решение (4), т.е. предельная (при є = 0) 
полугруппа {5,} действует в другом фазовом пространстве. Поэтому вмес- 
то того, чтобы исследовать { 5, (є) } при с > 0, мы изучаем семейство мно- 
жеств Це = О. (М) решенийи = и (г) = и, (г) уравнения (1), удовлетво- 
ряющих условию 

1и. (0) В + 19, (0) 12 + е! дм. (0) < м,. (5) 


‚Ниже проверим, что множества И, и полугруппа {5,} удовлетворяют 
всем пунктам условия 2.1', и поэтому справедлива теорема 2.1’. Докажем 
основные леммы, которые используются при этой проверке. 

Лемма 1. Пусть и(- ) =и.(.) ЕЦ. (М). Тогда найдутся такие констан- 
тыа, > 0, 6, >0,К, > 0, К, > 0, что УЕ > 0 имеют место оценки 


г. 
Е! 9, м(г)В + 10) + УӘ, иг) Р ат< С, М. ейз1,\ (6) 
0 А 
| д,м(1)! < К, (М; ) е *, (7) 
л 
є ГИО2и(т)? ат < К, (М. ) ей 2'. (8) 
0 


Доказательство. Для краткости ниже будем иногда обозначать 
д,и = р. Умножая скалярно уравнение (1) на —9д,Аы (г) и интегрируя по г, 
получим (используя ограниченность и (Е) в Н, в силу (1.8.28) и ограничен- 
ность и (0), д,“ (0) в силу (5)) 


: 
Им (г) В + є1р(о1 + Г1УР@) 12 ат < 
0 
: Е: | 
5 а, [Пи + ат +7 Иру! чт + СМ, +1), А 
о 0 


где @; = а, (М). Отсюда, воспользовавитись неравснством Гронуолла, 
получаем (6). Для вывода неравенства (7) запишем (1) в виде 


,р(г) + (1/е) рб?) = (1/е) (г), (0) = Ди – Ди) 8. (9) 
Так как 1 Хи) < Си + 1), то из (1.8.28")и (6) следует 
о Е < ее 172, (М,). 


Поэтому, решаи (9) относительно р (г), получаем 


] | 
ПРО < Про) Пете + у е 07е рт) Пат < е2 12 (М) (10) 
є о 
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Уг 2 0. Для вывода оценки (8) умножим скалярно уравнение (1) на д?и 
и проинтегрируем по г: | 


{ 
є Г 12:1? ат = - ә, и(т), д?и(т)) ат + Гео), ё ди (т) ат =1+ 1. 
0 


| (11) 
В силу (10) и (6) 
и<19,(г)12 + 19,и(0) 12 <К, (М, ) е2 *, (12) 


Е 7 әд), д,и(т)) ат |+ 10(7), ди (2) 1+ 160), 2,и(0) 1 < 


: : 
< / ПО, Уи 41 + С] 19,и(т) В ат + Ке (М. дез" < КМ, ) ее. (13) 
о о 


` Из формул (11), (12), (13) следует (8) в 

Лемма 2. Пусть и( ·) =и.(.) Є О, (М2) ‚а ио – решение (4), 1ио(г) | < 
<Сь Уг 2 0. Тогда справедливо неравенство 

Пи (0) - чо) В «СЕ + Кибо) ~ мо (5) 1) е 260), (14) 
где С = С(М,), оз = аз (М2, Со). 

Доказательство. Возьмем для кракости Фо = 0. Вычтем из 


уравнения (1) уравнениё (4), умножим скаляржю на д, (и (7) —– ио(!)) 
и проинтегрируем по г. Тогда получим 


г №9, (12 (т) — мо(т)) 1 ат + - №и(г) — ио (г) В < 
0 


< е Г { дти(т), д,(и(т) ~ ио(т)) ат | + - 1и(0) — ио (0) и + 
0 
; 
Ј ( Л(и(т)) - Кио (т)), д, (и(т) — мо (т) ат. (15) 
Так как 1 и(г)1, < СМ,, 10,00), <С Үг 20и и) СТ + р), то 
1 и) – Кио) => С,(М,, Со) ћи ~ шо Ц. - (16) 
Кроме того, 


: 
є Ј { д2м(т), д,(и(т) — ио(т))) 471 < 
є? 
<= ] Г | 92 м(т) №? ат + -. Г 1 д:м(т) – ә,ио (+) В ат. 
Отсюда из формул (16), (15) и (я) получаем 
и(2) - (0) < 


С і 
< 1400) 0,00) В + = Хы) моб) Е дг+ 2 ео "КИМ, (17) 
0 


Отсюда и из неравенства Гронуолла следует (14), где аз = а, + С, [28 
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Отметим теперь, что полугруппа {5,}, соответствующая уравнению (4), 
обладает функцией Ляпунова 


1 
Ф(ио) = 2(5 | Умо |? + Е(ио) + го) ах (Р (=), — (18) 


непрерывной на /,. Стационарные точки 2 (х) уравнения (4) определяют- 
ся из уравнения 


А() = А2 - Д2) = 2, 2|д = 0. (18°) 
Если # — регулярное значение оператора А, А: Н, ~» Н, то уравнение 
(18') имеет конечное множество решений {21,...,2м} Е, в каждой 


точке 2; Є дифференциал А'(2;), А'(2;) о = До -—[’(@1) 0 невырожден 
и все точки 2; — гиперболические для { 5,) (см. теорему 1У.3.4). Обозна- 
чим через С множество регулярных значений оператора А, определяемого 
(18'). Согласно теореме Сарда--Смейла (см. гл. МІ), множество С открыто 
и всюду плотно в Н. 

Теорема 1. Лусть в Е Си/Л(и) удовлетворяет условиям (2), (3). Пусть 
О. = О (М) — множество решений и(г) = и, (Г) уравнения (1), для кото- 
рых выполнена оценка (5). Пусть выполнено условие (2.31),. где Ф(и) 
определяется (18). Тогда для любого и.(-) Е О, (М,) существует с.п.т. 
и (Г) =и(,е) предельного уравнения (4), такая, что 


ѕир йи. (г) - 000) В < Се, 9>0. (19) 
г> 0 


При г > е!-1, 0 < п < 1, вне точек разрыва функции й(г) имеет место 
оценка 


19,и, (г) – ЭТ, < С; ет, (19°) 


где С; = С, (М, ) и показатель а зависит от числа аз в (14) ‚а также от рас- 
стояния до нуля спектра дифференциала А'(2;) в каждой точке 2}, где 
21 — решения (187), 
Доказательство. Проверим условия теоремы 2.1’. В качестве 
Во берется шар в Н; радиуса В, Во = { и: ий, <А }. Через В. = Ве (М») 
обозначается объединение всех значений и = о (г), о Е О,: В, ={ и: и = 
=0(1),0Є0,(М,), ЄК, ). 
Если № достаточно больное, то ® С Въ. Чтобы вывести теогему 1 из 
теоремы 2.1', достаточно проверить выполнение пунктов 1'—7 условия 
2.1 для указанцых {5,}, № и Во при достаточно большом К. Так как 
при г С С все точки 2; — гиперболические, то выполнены пункты 1' и 
4 условия 2.1’. При этом принадлежность $, классу Сї, В = оо > 0 
по и показана в гл. УИ на основе условий (3), наложенных на /. Пункт 2’, 
т.е. конечность времени 7° попадания 5,00, где ио Е Во, в О (®} следует 
из леммы У 7! Пействительно, функция Ляпунова Ф для { 5, }, соответ- 
ству ниц сі 6), определяется формулой (18), и она неврерывна на Е =Н,. 
Прве уғола спедукл заметить, что множество (/{5,Во, т > 1} компактно 
в УГЕЕК как 5,Во ограничены в Я, (см. разд. 1.5). 
е8 Множества В, (М) ограничены в Я\ в силу энергетического неравенст- 
ва (1.8.28”) и ограниченности №д;и(0)Ё (в силу (5)). Поэтому при А 
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достаточно большом О В. (М) С Во, ип. 5' выполнен. Из леммы 2 сле- 
е 


дует п. 6’. Отметим, что при цо (0) Є В, имеем йио (1) <Со УГ 0. 
Это следует из (27, , Ё, )-ограниченности полугруппы { 5, } (см. разд. 1.5). 
Пункт 7' также имест место, так как, согласно (2.1), для любого и = и, Є 
Є О. (М,) ограничена 1 2,и(:) 1 Уг 2 0, следовательно, и(г) непрерывна 
по гв Ё. Так как в силу (6) 1 и(г) № ограничена и Н, С Н, то и(г) не- 
прерывна в Н,;, поэтому выполнен п. 7’ усповия 2.1’. Пункт 3’ вытекает 
из леммы 2.8 в случае, когда выполнено (2.31). Таким образом, все усло- 
вия теоремы 2.1’ выполнены, поэтому, согласно теореме 2.1’, имеет 
место (19). 

Для доказательства оценки (19') вычтем почленно уравнения (1) для 
ие (г) и (4) дляи (г): 


ди. – й)= А(и - и) — (Ли) — Ги) - єдри,. (20) 
Отсюда для любого { 2 0, отличного от точек разрыва и (г), имеем 
Ед, (ие(1) — #(1)) 1, < СПие-и Ц + Ле) — Да), + 


+ є ди. й). (21) 
Так как Н, С [%5(@) (п = 3), тон, 2 1,,5(0), поэтому 
Ди) - Ки), < СІ Уи.) - и) уз < С, 1и. - 91, (22) 


где С, = С, (1и. (г)1,, 11), ). Для оценки последнего слагаемого справа 
в (21) продифференцируем (9) по г: 


8,2(1) + (1/е)2(1) = (1/є) (Ар – Г'(и)р), ғ= дур = дѓи. 
Отсюда получаем аналогично (10) 


: 
Е! 2(1) 11 < ЕЁ 2 (0), ее + Ге др, + 
0 


+ и) ра) 1) ат. (23) 
Из уравнения (1) выводим | 

Е! 2(0)1_ 1 = ей 92 (0) 1, < С(1(0)8, + РО), +1) < С, (М, 
Поэтому при {> є! 1 следует 

єћ2(0) К уе-" < Се, в! (0) В, < С2. | (24) 


Интеграл в (23) не превосходит 
1 1 1/2 
СОТ е2 916 ату? (| ар) В ат) 1 «С, ет, (25) 
0 0 


причем была использована оценка (6). Из неравенств (24), (25) и (23) сле- 
дусз, „0 приё? ее! -" єћ2(г)1, < С.Е! 12. В частности е1924( 15), = 
= ©! 210) _, < Се 2, і = 67". Имеет место неравенство 

Вм(1) 1 + 9, ш(г) 1? + Едим (р), < 

< С(їи() + Иди) + єї д? и) Ву) УЕ в. (26) 
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Оно будет доказано ниже в лемме 3. Из этого неравенства следует, что 

єї ди (г) 4 < С + С-Е! д? и(10)12.; < С КР 10, {о = є! 1. 
Отсюда и из формул (21), (22), (24), (19) следует приг > г, 

Па, (и. (0) – 80) 1, < С (и, @ -ЖИО + ей?) < 

< С,0(69 +є!/?) < Су", 

что совпадает с (19') в 

Лемма 3. Если и(г), гЄК,, – решение (1), є= |0, 1], то Уг > го спра- 
ведливо неравенство (26), где С(Е) ограничена при ограниченных &. 


Доказательство. Для краткости возьмем го = 0. Рассмотрим 
функционал 


Ф, (и, и’) = (6/2) 1012, + (1/2) 100. 

Если и (г) — решение (1), то справедлива оценка 

д,Ф,(8,и, ѓи) < Со! д:иР, 120, (27) 
где Со зависит от { «(0) № + ей д,м(0) Ш. 

Действительно, дифференцируя (1) пос, получаем уравнение относитель- 
но р= д;и: 

ед: р + д;р = Ар ~ ў(и)р, рр = 0. (28) 
Взяв производную от Ф, (р, д.р) по 7 и воспользовавшись (28), получаем 

д;Ф; (р, 9:р) = ‹0,р, ед: р — Др)! = 

= — Ор, — (иур, др), <-/2) Пар 1+1), (29) 
Пространство Н; С 26 ($), а Н_; 2 [%1/5(9). Поэтому, используя (3) и не- 
равенство Гельдера, получаем 

Горе, < С +и?)рї 65 < С, їр 211+ [| 6 з < 

< С.р? (1 + 1010 6) < Сз 1р. (30) 
Здесь воспользовались тем, что в силу (1.8.28") и (г) ограничено в А, и, сле- 
довательно, в /, (9). Из неравенств (29) и (30) сразу следует (27). Интег- 
рируя (27) и ислользуя выражение для Ф, ‚атакже ограниченность (г) Ь, 
получаем (26) ш 

Если # и (и,(0), ди. (0)) удовлетворяют дополнительным условиям 
гладкости, то теорему 1 можно усилить. 

Теорема 2. Пусть ЕЕН,, ГЕ С(Ҝ), выполнены условия (2) и (3), а 
(М, ) – множество решений и, (1) = и(1) уравнения (Г), для которых 
ограничены следующие нормы: 

1и(0) В + 19,00) Й + е!д,м(0) В ЗМ.. (31) 


Кроме того, предполагается, что в Є С, ге. в — регулярное значение опе- 
ратора А, определяемого (18'). Тогда для любого решения и(-} Є О ! (Мз ) 
уравнения (1) найдется такая с.п.т. у (1) (решение уравнения (5)), что 


зор Ни (г) – 0, (1): <Сє, 4>0, | (32) ' 
$} . 
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и вне точек разрыва ї, (1) при? > е! 71, 0<1<Ь . 

Иди (1) — 9,11 (г) № <С,є. = (32') 
Здесь С = С(Мз), С, = С, (Мз), а4 зависит от расстояния спектра опера- 
торов А' (21), і = 1,...,М№,донуля. 

Доказательство аналогично доказательству зеоремы 1 (см. Бабин, 
Вишик [23]). 

2. Рассмотрим еще следующий пример сингулярно возмущенного пара- 
болического уравнения: 

д:и = –еД?и + Ди Х(и) - 8, иі, о = 0, Ди = 0. (33) 


На функцию /(и) налагаются обычные условия (см. разд. 1.5): /(и)и > 
> -С+ 5?ц?, где 6 достаточно мало, /'(и) > С, Уи Є К, и условия на 
‚рост, например, такое, что | /(и) | <С(1 + [и [77 '), 1, (8) 2 А! (О). Дока- 
жем, чго имеет место оценка вида (7): 

Н ме (0) — мо (г) <С(є 1? + [ие (0) – ио (0) |) е6 6) (34) 

У! 29, а>0, 
где 0 2 5 > 0, и, =и – решение задачи (33), ашо — решение предельной 
задачи, полученной из (33) приє = 0: 

д,ио = Дио – (ио) - 8, иі, о = 0. (35) 


Для доказательства неравенства (3) понадобится априорная оценка 
і 
є Ји (т) 3ат<М(!-8|+1) (357 
Ө 


(М не зависит от { - 6 иотб > 5 > 0) для решевий и (г) уравнения (33). 
Аналогично (1.5.16) устанавливается, что 


Нм (2) 12 <и (6) е 6) +С, А, и Сне зависят от 2, 6. (36) 


Наличие члена еД?и не влияст на справедливость (36). Далее, аналогично 
теореме 1.5.4 и. 3 доказывается (Н, Н') -ограниҹнность при г > 0 полу: 
группы { 5, (є))} , соответствующей (33). Напомвим, что для установле- 
ния этого (33) умножается скалярно на — г Ди и яитегрируется по Е. В ито- 
ге выводится оценка 


НУм (01? < С, Пи +1) Уг, 6<г<0+1, 0<5<1. (37) 


Далее, так же, как в доказательстве теоремы 1.5.4, выводится справелли- 
вость оценки 


Ре 
ГИ д, м (т) 12 (7 – 0)07<М(1и(60)1), 0 <1<90 +1, (38) 
д 


где М явно не зависит от 0. И, наконец. так же, как в доказательстве тео- 
ремы 1.5.4 и. 5, продифферснцировав (33) но #, умножив скалярно на 
(1: 8) 9, ии интегрируя по /, находим 


|д;м (2)! <С, (| и (8)1), где 0+5<:<0+1 &>0, (39) 


‚УВ > 0. Уравнение (33) будем рассматривать при каждом фиксированном 
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#26 >0 как эллиптическое: 


—еД?и (1) + Ди(1) = 81 (1), 810) = д: и (0) + (и (0) +2. (40) 
Из неравенства (39) и условий на / следует, что ғ; Є 1, (9). Поэтому 

є? 11 Д?и (г)? + ди (2) 12 С, |< С, (м (0) 1). (41) 
Откуда в силу интерполяционного неравенства 

еЙи (г) 1} < С: (1и (0) 1) У:>85>0. | (42) 


Интегрируя по г, получим (36'). 
Для доказательства неравенства (38) вычтем почленно уравнения (33) 
и (35), умножим скалярно наи -- ио и проинтегрируем по г: 


(1/2) и (1) – ио(г)1? + У (и (т) – ио(т)) 12 ат< 


: 
[и (9) – ио (0) | + и) - Гао ,и — ио ат + 


ғ 
+е Ги Іза — мо |1 ат, 
Ни (г) — ио(2) 12 < 
: 
< С: Пи (т) – чо (т) 1? ат + [и (0) — мо(9) |? +еМ, (1-8 1+ 1). 


Отсюда с помощью неравенства Гронуолла получаем (34) (а = С,). 

Из оценки (34) и других свойств решений уравнений (33) и (35) сле- 
дует выполнение условий теоремы, аналогичной теореме 1. Если Ву = 
= {и(0)} — ограниченное в 2. (©) множество начальных условий для 
(33) и Ц. = { и(г, 6) :и(0, є) =и(0) Е Во) – совокупность решений и (г, є) 
(33), для которых и (0) Е Въ, то для каждой и (1, є) Є Ц. изидется такая 
сил. й (г, є) уравнения (33), что 


ѕир | и (2,6) -и(1,6) |, <Сє9, а>0. (43) 
126 . 


Здесь С зависит лишь от Ву, а 4 ~ от характеристик спектра оператора 
До -- Г’(2р)о в точках 2; Е %, Д2, - [(21) -#=0,21|,а =0 (= 1,.. 
...,М№), 6 -- фиксированное число. 

Отметим в заключение, что и (Г, є), кроме первого куска, состоит из кус- 
ков кривых конечнопараметрических семейств решений уравнения (35), 
лежащих на М" (2;} (=1,...,М). 
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Глава Х у 
ХАУСДОРФОВА РАЗМЕРНОСТЬ АТТРАКТОРОВ 


1. ХАУСДОРФОВА РАЗМЕРНОСТЬ ИНВАРИАНТНЫХ МНОЖЕСТВ 


Пусть У — гильбертово пространство и ХС Н — компактное множест- 
: во. Напомним корогко определение хаусдорфовой размерности множест- 
‚= ваХСЯА. Пусльа4 Е К, , є> 0. Полагая 


р(Х, а, є) = шё г. 


‚ Здесь іл берется по всем покрытиям {В;} множества Х, где В; — шары 
в Н радиуса г; «< є. Очевидно, п (Х, а, є) - невозрастающая функция є. 
Обозначим 


(Х,а) = іт р(х, а, є) = зир и(Х, а, е). (1) 
ЕО є> 0 


Очевидно, 0 < ц(Х, 4) < +оо. 
Определение 1. и (Х, 4) называется 4-мерной мерой Хаусдор- 
фа множества Х. 
Определение 2. Размерностью Хаусдорфа іту Х множест- 
° ва Х называется такое число 4, что џ(Х, 4’) =+о УГ < а, ии (Х, а") = 
^ =0Уа’>а,. 
’ Для любого компакта Х существует ашп} Х < + (см. Гуревич, Вол- 
‚мэн [1]). 
‚„ Определение 3. Отображение 5 равномерно квазидифферен- 
“цируемо (в А) на множестве Х С Н, если Уи Е Х существуст такой 
линейный оператор (квазидифференциал) 5'и, 5'и: Н > И, что при любом 
и; Є Х выполнено неравенство 


15 (0,1) – 5 (0) – 5 (и) (к и) 1 < уи, -- и ни, —- м, (2) 


где у(&) ~» О при # > 0 иу не зависит оти, и ЄХ, 
Рассмотрим тот случай, когда при ио Є Х С Н квазидифференциал 


5; (ио) оператора 5, полугруппы {5,} порождается уравнением в вариа: 
циях вида 


д: 0+. (и (г))и=0, (3) 


‚ где и(1!) = 5, ио. (Соответствующие примеры приведены в гл. УН.) Прел- 
‚ полагается, что при и (1) Е Х оператор „А(и(1)) отображает плотное в И 
пространство 1, в Н,.4:Н. >» Н и уравнение (3) порождает семейство 
‚ непрерывных отображений 5; (мо): Н -» Н. Пусть и(г) = 5, (ио)оь Ухо Є 
; Е П, является дифференцируемой функцией 2, 2 > 0, в пространсве И. 

Пусть 4 Є М. Тога @4<ледом Тго (4) оператора: Н, >Н на- 
: завем число 


те ае ТЕЛО, (4) 
о 


где О — произвольный артопроектор в Я на подпространство ОН размер- 


$ 
$ 
$ 
й 


ности а, лежащее в И. . Напомним, что 
а 
Тг.ќ 0 = > (Ильф н, (5) 
ј= 1 


глеф1,... фа Є ОНС Н, – ортонормированная в Н система. 

В дальнейших разделах для оценки сверху хаусдорфовой размерности 
аттракторов используется следующая теорема Константина, Фояша и Те- 
мама [1]. 

Теорема 1. Пусть 5,Х = Х Уг 2 0, 5, и равномерно квазидифференци- 
руемы на Х пои Є Х при каждом г 2 0, 15, (и) | <С(6) УиЄ Х, 5, и диф- 
ференцируемы по їі в Н при и Є Х, и пусть аа определяется формулой 


да= т зов — = ГТА), (6) 


+5 и ЄХ 


где и(г) = 5,и,. Тогда справедлива такая оценка хаусдорфовой размер- 
ности: 


Фин Х < 4 при 44а <0. ИИ (7) 


Прежде чем доказать теорему 1, сформулируем несколько угверждений. 

Если Ё — линейный оператор в Я, Е Є С(Н,Н), и В, (0) = В, — шар ра- 
диуса | в Н с центром в нуле, то 2(В,) есть эллипсоид, длины полуосей 
которого обозначаются через а; (2), Є М (причем нумерация -— в поряд- 
ке убывания). Они являются собственными значениями оператора 
(1%)? а, (1) > а, (1) >.... Пустьа Є М; обозначим 


оа) = о (Е)... а (р). (8) 
Есни ЧЕ В, а= п+5, пЄ Мм, 0 <5 < 1, положим 
«а (1) = (2 (1,))' 7° (0+) (1))" = о1(1) ...@һ (1) (2+3 (1.))°. (9) 


Дадим эквивалентнос определение оа. При целых 4 оа (2) определим 
следующим образом. Взяв а-мернос подпространство Ра С Ни шар В, С 
С Н с центром в нуле, обозначим через и (Е) отношение объема 4-мерно- 
го эллипсоида 2 (В; О Ец) к объему 4-мерного единичного шара В; П Ед. 
Тогда са (1) = зир и (Еа). (Отметим, что таким образом оу (1) опреде- 

а 
лено и в случае, когда (Ё“°Г,) имеет непрерывный спектр.) Поэтому 
число «о (Г) равно при целых а коэффициенту изменения 4-мерных объе- 
мов под действием линеиного оператора СД. 

Теоремз 2. Лусть 5Х=хХ, Х С Н – компакт и отображение 5 равномер- 
но квазидирференцируемо на Х. Пусть 


зир |5’(4)1 < +оо 10 
30р, 15 (4) Н.Н) (10) 


1/2 


и при некотором а > 0 
ѕир са (5'(и)) < 1. (11) 
иЕХ 
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Тогда хаусдорфова размерность Х конечна и 
діт ру Х «а. (12) 


Доказательство этой теоремы приведено в работах Даули. Эстерле (1], 
Константина, Фояша, Темама [1]. Близкое утверждение доказано Илья- 
‚шенко [1,2]. 

Замечание 1. В случае, когда Х — гладкое компактное подмного- 
образие в Н размерности т, утверждение теоремы 1 выводится совсем 
просто. Обозначим через ит (Х) т-мерный объем многовбразия Х, 0 < 
< ит (Х) < +=. Так как 5Х = Х, то џи„ (5Х) = џ,„ (0). Вместе с тем 
Ит (5Х) < вир от (5'(и))ы„ (Х). 


Заметим, что если а, (5 ’(и)) <1, то о; (5'(и)) убывает при возраста- 
нии 4 2 4%. Предположим, что (11) выполнено при жш > 4. Тогда 
от (5 (и)) «ша (5’(и)) <1- < 1 Уи Є Х, Следовательно, пт (5Х) < 
< (1 —- є)и,„ (Х). Отсюда вытекает им (Х) < (1 - є)и,. 6). Последнее 
же противоречит тому, что ит (Х) > 0. Таким образом, т < а, т.е. выпол- 
нено (12), если Х — многообразие. Если Х -— некогорый компакт, то дока- 
зательство теоремы 1 состоит в установлении того, что мера Хаусдорфа 
и (Х, 4’) множества Х равна 0 при 4’> 4, и проводится более сложно. 
Из теоремы 1 получаем очевидное следствие. 
‚ Следствие 1. Пусть {5;,} - полугруппа операторов из Н в Н, 
‚5: Х = Х, и пусть при каждом 1 Є В, оператор 5; равномгрно квазидиф- 
‚ ференцируем на Х. Положим 


г баб) = ѕир «а (5: (0). (13) 
иЕХ 


Если при некотором їі > 0 выполнено условие (10) для $=5 и оа (1) < 
< і, ТО ати Ха. 


Следствие 2. Пусть выполнены условия следствия 1.Пусть 
зир 15: (и) сен, нә <С() У120, 
иЕХ 


и при некотором 420 


Па = іт (54 (0)! <. (14) 
#-» +2 
Тогда ту Х <а 


‚ Доказательство. В силу (14) найдется такое т > 0, что 
(оа (2) 1" = 1 – є, оз(т) < (1 – є)" < 1. Применяя следавие 1 сг = 7, 
’ получаем утверждение следствия 2 м 

Доказательство теоремы 1. Обозначим через лін, а є М, 
внешнюю степень пространства Н. Элементами ЛО Н являются внешние про- 
изведения и; ^,.. А ва элементов Н, обладающие обычными свойствами 
полинейности и антисимметричности. Скалярное произведение в ЛН оп- 

‚ ределим формулой 


ил... Лоди ^...Лиа ) а = де { (оиу) ууга, (15) · 
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Норму | · {ла введем в ЛН так: 
Пи. ^...Лиа Пла=( ил... Луча, и ^. лы а. 


Объем И 4-мерного параллелепипеда, построенного на векторах =: ,... 
..., ёа ЕЙ, равен |Ё: л... А Зала = И, 

Лемма 1. Лусть Ё: Н >» Н - линейный ограниченный оператор. Тогда 
приає № - 

«а (1) = зир{г: г= Еул... л Пла, &ЕН, И &Н=1,1=1,... ‚4}. 


(16) 
Доказательство очевидно, лак как изменение объема 4-мерного шара 


под действием Г, — такое же, как изменение объема 4-мерного паралле- 
лепипеда. 


Лемма 2. Пусть Т: Н + Н – линейный оператор в Н, Та: АН > ЛН 
— оператор, порождаемый Т по формуле 

Та (Фа^...^Фа)= 

= Тф, ЛФ, л...лФ, +Ф, л ТФ. л... .лФу +... + Ф, лФ, Л... лТФа. 


Тогда для любого набора Ф,,..., Фа Є Н справедлива формула 
{Та (Ф, л ...АФа), Ф, л... .лФа) а= 
= | Ф, л...лФа | Т (ТО), (17) 


где О – ортопроектор в Н на (Ф,,..., Ф.| - линейную оболочку Ф,,... 
...,› Фа. 

Доказательство. Если Ф,,..., Фа – ортогональная система, 
то, согласно (15), 


(Т.Ф. л...^Ф)), Фл... ^Фа ) ма = 
а 
= Ф, 2... НФ "> (ТОФ ДФ 1), ФЛ Ф), (18) 


причем здесь воспользовались тем, что матрица определителя (15), соот- 
ветствующего произведению 


(Ф, Л... ЛлТФул...лФд, Фул... ЛФа ) да, 


имест ненулевые элементы лишь на главной диагонали и в ]-й ‘строке и 
это скалярное произведение равно произведению диагональных элементов 
указанной матрицы. Просуммировав эти произведения, выводим (18). 
Сумма, стоящая в правой части (18), согласно (5), равна Тг СТ, О}, и по- 
лучаем формулу (7). Если же Ф,,..., Фа не ортогональны, то процессом 
ортогонализации Грама— Шмидза они приводятся к виду 


$, =4,+4,, ЧЕ Ф,,..., Фи. 


Из этого представления и из (17) для ортонормированной системы { №; } 

получаем (17) для произвольной системы Фу в 
Докажем теперь, что если число 4а, определяемое формулой (6}, отри- 
цательно, то выполнено (14). Для этого в силу (13) достаточно оценить 
сверху а (Е), где Г, = 5, (ио), шо Є Х. Воспользуемся формулой (16). 
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Обозначим и; (г) = 5; (ио)Ё, = ГЕ. Так как 0; (г) удовлетворяют урав- 
нению (3), получим 

(1/2) д. | ол (0) л... лоз (6) а = (дал... „уа, 0 Л... Лу) а +... 

+ Л... Л да, ША... Лоа) а = 
= – (Ими Л... лол, мл... Ла ума... 
| = (ол... Ли) оа, ил... Ла а. (19) 
Правая часть (19), как показано в лемме 2, рава 

— Тео ил... ла (2 ла, (20) 
тде Оа — ортогональный проектор в Я на пространство (0, (г),..., 0 (г)]. 
Из (19) и (20) следует формула Лиувилля 

дол... ло Иа + 27 (Аи) Ол... Аа [а= 0, 


: 
По, ()л.. ло (2) а = Л... Ла а схр(- / Те (4 (м) Оа)ат). 
Отсюда вытекает, что 
! | 
оа (5; (ио)) < зир ехр (-/ Тг(4(и) Оа)ат. (21) 
а 


Отметим, что при этом (и) и Од зависит от 2,.К(и) = „А(и(г)), Од есть 
проектор на [и; (Г),..., 0. (7) ] и, следовательно, зависит от &,,..., Ёд, Г. 
: Из неравенства (21) выводим, учитывая (13), чар 

і 


: 
«а(Г)< зир ехр(-/ Та (А (и@)))ат). (22) 
иь ЄХ 0 


Возведя это неравенство в степень 1/1, перейдя к нижнему пределу при 
{ > + и воспользовавшись (6), получаем, что число Нав (14) удовлет- 
воряет неравенству Па <ехр аа. Отсюда в силу следствия 2 получаем (7), 
и теорема 1 доказана, м 

Для оценки Тго‹4(и (г)) в (6) бывает полезен принцип сравнения (см. 
Ильяшенко [1,2], Бабин, Вишик [5]). 
‚ Лемма 3. Пусть Аз — самосопряженный оператер в Н с плотной областью 
определения Н, обладающий собственным базшеом с собственными зна- 
_чениями 0 < А; <А <.... Пусть 


(.А(и (гу) о, 0) 2р0 (Лоро, 0) - (0). (23) 

Тогда 

| , 

т - 3 Т.А (и (5))а5 2 т 2 ‚ М-4 бт 2 рпа (24) 
0 


# =» + се г-+ + 


И ентельство Вашу (23) 


а а 
2, ТОИ > 2 ФоЧо – А(г) Г) уу, фу} (25) 


Из принципа Куранта получаем, что правая часть (25) минимальна, если 
фу; 9 =1,..., а) - собственные функции оператора Ао с минимальными 
собственными значениями. Поэтому правая часть (25) не меньше, чем 


а а 
2 (ро № – А (1) = ро Хх Ху ал (1). (26) 

= | ј= 1 
Проинтегрировав по { и перейдя к пределу при г -> +, получаем (24) ш 


2. ОЦЕНКА ХАУСДОРФОВОЙ РАЗМЕРНОСТИ АТТРАКТОРА 
ПАРАБОЛИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ ТИПА ХИМКИНЕТИКИ 


В ограниченной области СВ” рассматривается система вида 
д 
д,и = ради + Х 0,(6,(х, и)) — (х, и) + Хи – (х), (1) 
1=1 


где » > 0 - малый параметр, а ^>0 — болыной параметр. На д 9 задается 
` одно из граничных условий 


изо = 0, (2) 

ди[д1 [30 = 0 (1 - внешняя нормальк д 9). (2) 
В обоих случаях (2) и (2 ) рассмотрения аналогичны с очевидными изме- 
нениями, связанными с выбором пространства Ё, в котором действует 
полугрупиа {5;} (см. разд. 1.5). В (1) и= (м!,...,м”),У=(У',... 
..., = 1,..., Бр), а — матрица тХ т с постоянными элементами, 
симмстрическая часть которой а, = (0 * + а) [2 — положительно определен: 
ная: а; > ро, цо > 0, А — оператор Лаиласа. 

Предиолагается, что выполнены условия (1.5.2) - (1.5.5). Уравнения (1), 
(2) (или (1), (2’)) при этих условиях порождают полугруппу {5,}, 
5,: Н-Н, Н= (1. (9))". Эта полугруппа обладаст (Н, Н !,) -атғрзктором 

9 (тсорема 11.3.5). 

Пусть выполнены условия 

Биби +2) –Ьи) — (вии 21 < С + ри [+12 [7:12 ПТР, 

би +2) — (м) —Ги(и) 218 С +1и1+12 1): 4121 *7, (3) 
где р: < 4/[(п - 2) прип> 2, у > 0 достаточно мало. 


При выполнении этих условий опсраторы $; квазидифференцируемь 
на 4 изНвИ (см. Бабин, Вишик |5]). 


Теорема 1. Пусть выполнены условия (1.5.2) — (1.55) и (3). Тогда для 
хаусдорфовой размерности Ҹ справедлива оценка 


діт = іту С" С/у "12, (4) 
При этом если Ы = 0 (= 1,..., п), то С'= 0. 
Доказательство. Уравнение в вариациях, соответствующее (1). 
имеет вид 
п 
д,о= радо -- У д,(Ь;. о) -- Јао + Ао А (и)о. (5) 
і= 1 
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Очевидно, в силу (1.5.5) 
- Мини) > Ш ПЕСН о-о 12 
> (рр [2) 10 И (Сри) + А) 1 ПР. 
Таким образом, выполнено условие (1.23), где ве =рџ/2, ћ = С] (рр) +А 


сне зависит от 1, Ао = А, Применяя лемму 1,3 в теорему 1.1, получаем, 


что діт ру % <а, если 


Я 
ш?) 2, № — 4(С/ (и) +) > 0, | (6) 


где ^, (7 =1,...,9) — первые а собственные значення оператора — А при 
граничном условии (2) (или (2')). Для суммы жервых собственных зна- 


чений онератора Лапласа справедлива оценка 


а 


а 
У №>2Са!*?", С >0. 
= 


Поэтому (6) выполнено при 
а> с, (С? +)? > С, [Сь-" + "12р "121. 


2; 


! 


4 Отсюда следует (4). В случае, когда в (1) Б, = 0, вэтой оценке С’=0 в 
3. 


Получим теперь оценки снизу для біту Ў 
Рассмотрим уравнение (1) с граничным условаем (2') в случас, когда 


функции Ѓи 2 в (1) не зависят от хи ЁБ; = 0. Тогда уравнение для стацио- 
нарных решений принимает вид 


а ди — и) +Ли= р, ди/9 1 | = 0. (7) 


В дальнейшем для оценки снизу размерности аттрактора будем использо- 
вать полученные в разд. \1.4 оценки индекса веустойчивости решений 
уравнения (7), у которого / (и) и 2 не зависят от х. 

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1, Ў (и) и # не зависят 
от х, Ы =0 (1 =1,...,п). Пусть полугруппа {%,} порождается в Н = 
= (1.(9))" уравнениями (1), (2'), и пусть М» Ло » 1. Тогда размер- 
ность аттрактора Ҹ, порождасмого этой полугрувной, допускает оценку 
снизу 

ати: % > С.А" ,-"!2, С, >0. (8) 


Доказательство. Пусть 2 =2 (М) — решенае уравнения (7), посг- 
роенное в замечании УТ.4.3. Множество М" (2, Ну,Н;), Н; = (Н ' ())", 
состоит из ограниченных в Н; траекторий {и (/),г Є В} уравнения (1). 
Так как эти траектории инвариантны, то, согласно замечанию Н.1.2,.и (7) Е 
Е% УГ и, следовательно, М" (2,Н,,Н,) СҸ. В силу теоремы 1У.3.4 
полугрупиа {5, (2)}, порождаемая уравнением (5), где и) =2, почти 
устойчива. Потому окружность | {| = 1+ є, гдее >0 достаточно мало, 
нелит спектр оператора 5, (2) на две части 0. и о_. В силу теоремы УП.3.3 
существует многообразие М,., касательное к 2 + Ё, в точке 2. Очевидно, 
что 9 Е, = біт М,. В силу предложения У.3.2 М. бо СМ (2), где с — 
окрестность точки 2. Поэтому біт М" (2) > Піт М, а так как МН (2) С 
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С, то 41т % > аіт М, = біт Е,. Оценка снизу діт Е. дана в теореме 
\1.4.5 и замечании У1.4.3. Воспользовавшись (\1.4.34), получаем (8) и 
Замечание 1, Так как при РБ; ЕО (1 =1,...,п) константа С"в (4) 
равна нулю, то в предиоложениях теоремы 2 имеет место двусторонняя 
оценка 
С"! -п!2 < тн 9% < С' А12 "12, 


Замечание 2. В случае, когда размерность п пространства В” равна 
единице, конечную хаусдорфову размерность имеет аттрактор системы 
с квазилинейной главной частью 


д.и = дуа(д;и) -- Ди) +Ли — в | (9) 
с граничным условием 
ип = 0 (2 =] 0, т[ СЕ, 29 = {0) 0 {т}. (10) 


Здесь и = (и!,...,и"), а= (а?,...,а"), (У...) а = дади! = 
= Еди‘, ` 
Преднолагается, что Фи Ё — класса С? и выполнены условия (1.3.5) — 
(1.3.7), где `џ’>0. Тогда (9), (10) порождает полугруппу в Ё. (9) = Н, 
и эта полугруппа обладает (Н, Н ) аттрактором Ж, ограниченным в А?. 
Хаусдорфова размерность # допускает оценку 

фт 9 < 3тА/р + п, (11) 
где р’ – то же, что в (1.3.5). 

Отметим, что основную роль в доказательстве играет квазидифферен- 
цируемость 5, на %. Оценка (11) получена на основе леммы 1.3, 


3. ОЦЕНКА ХАУСДОРФОВОЙ РАЗМЕРНОСТИ АТТРАКТОРА 
ДВУМЕРНОЙ СИСТЕМЫ НА ВЬЕ -СТОКСА 


Рассмотрим двумерную систему Навье--Стокса (1.6.4). Согласно тео- 
реме П.4.1, эта система обладает (Н, Н)- и (Н;,, А, ) -аттрактором Ж. 

Теорема 1. (Темам [4].) Хаусдорфова размерность аттрактора Ж допус- 
кает следующую оценку сверху: 

тя 9% «Ср? ПЕ, (1) 


где р — коэффициент вязкости. 

Доказательство. Операторы $; равномерно дифференцируемы 
на# из Я, в На, согласно теореме У11.5 1, и дифференциал 5; (и) порож- 
дается уравнением в вариациях 

д,о+.А(и)о= 0, ино =, | е) 

А(ч)о = 01 + 530, и) +83 (и, о), 


где и=и(!) = 55,00,00 Є У Го = -ПА, Зи П — те же, что в(1.6.4). Не- 
трулно доказагь (см. работу Бабина, Вишика [5}), что оператор 5; (ио), 
порождаемый (2) (0 (1) = 5, (ио) #), является дифференциалом 5,. дейст. 
вующим из Н в Ё, ограниченным на Ж, и {5,} равномегно дифференци- 

руема на 9 из // в Й. 
Лля оценки размерности 9 воспользуемся теоремой 1.1. Проверим ус. 
ловие дифференцируемости и (7) пог в Н. Согласно теореме 11.4.1, У яв- 
` 277 


ляется (Н ‚Н з.) -аттрактором и, следовательно # компактен в Но. Так как 
операторы Г и В в (1.6.4) ограничены и шенрерывны из Ё; в Н, то д,и(:) 
` ограничена в Н и принадлежит там кемпактному множеству. Так как 
{и (г)} компактно в Н2 и и(7) непрерывна по Е в Н, то и(!) непрерывна 
пої в Нз. Из непрерывности Бо и В изЙ. в Н следует в силу (1.6.4), что 
д ‚и непрерывна по Е в Я. Таким образом, выполнены условия теоремы 1.1. 
Согласно этой теореме іту # <4, если аа < 0. Оценим сверху число да, 
определяемое формулой (1.6), где ./4 задано в (2). Для этого, согласно 
(1.4) и (1.5), требуется оценить снизу правую часть (1.5). 

Заметим, что приоЄ Н, (см. (1.6.11) ) 

(ќо, оу = у 1015 + (836, и), и). (3) 


Пусть О — ортогональный проектор на векоторое пространство ОН СН с 
ортонормированным базисом №;,...,№и Є Н. Из (3) получаем 


ра 
ТА) 0) = Х 400) ьи 


а а | 
= 2 4 Нк; | + У {98 (4, и), $; ). (4) 
=} 1—1 


Так как функции из Н, равны нулю на 49, то мы их продолжим нулем 
вне 5 и полученные функции х; оф, хЄ К?, будут принадлежать 
(Н: (К?))?, образуя там ортонормировавный набор. Весьма полезна сле- 
дующая лемма Либа и Тирринга [1]. 


Лемма 1. Пусть ф:,..., Фа ~ ортонормурованный набор в (1. (В”)”, 
причем ф; Е (Н' (В"))"", и пусть р (х) = Ӯ ф(х). Тогда 
і=1 


а 
У у 1912426, Г Фу *?2"ах, (5) 
і} в” к” 


где С, > 0 зависит только отнит. . 
Применим лемму 1 в случае т= 2, и=2 к набору фа,..., фа 


Е (Н'(К?))?, Оценивая снизу правую часвь (4) при помощи (5), полу. 
`- чаем у 


а 
Те (А (и) о О) 206 Пр И – 5 у з: 1- Ми ах г 
1=1 9 
>С, йрй – 1 | р(х) 1-1Уи|ах > 
[9 


в 2(/2) Со 1р 1? - (1/020С3)) НЯУмР. (6) 
‘В силу того что к; 1? = 1, имеем | 

1 а=] рах<| Я ИП |р р 2а? 0]. 

" п 


Поэтому выражение справа в (6) не меньше, чем 
(р С, 162100) 4° — (1/0206, )) НУР, 
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и, следовательно, 


С. 1 і *' | 
+ = Г ИЗи Ва 
2 [9 | 206, Го 


Поэтому, согласно (1.6), учитывая оценку (1.4.2), где Т > +, получаем 


1 
-- Г Ти. (А (и)) ағ <-— 
о 


Ча < – 06,4% (21|) +р 3 121? , [(2С2), (7) 
Очевидно, если выполнено неравенство 
а> їі 10012,2, (8) 


то из (7) следует, что аа < 0. В силу (1.7), учитывая (8), заключаем, что 
выполнено (1) м 


Рассмотрим теперь систему Навье-Стокса (1.6.1) с периодическими 
граничными условиями 


и(х, +2л/щ, х, + 2т, г) =и(х!,х2,Г) У!>0, хЕВ:. (9) 
Можно считать, что и (х) = и(х,, х.) заданы на прямоугольнике периодов 
Г? (о) = 10, 21а] Х (0, 21]. (10) 


Предполагается, что # и ив (1.6.4) удовлетворяют (1.6.3), т.е. их среднее 
значение по Т? (ао) равно нулю. 

Теорема 2. Пусть р Е /., (Т? (щ)). Тогда хаусдорфова размерность ат- 
трактора полугруппы, соответствующей (1.6.4), допускает оценку 
сверху: 

іту < С, мор"? [ Пе КІ +\Да(р-" 12 ИР +2)) + МЕ}. (11) 

Доказательство. Воспользуемся для оценки сверху числа да в 
(1.6) леммой 1.3, где оператор 4 -— тот же, что в (2), аЁо = ПА. Чтобы 


получить неравенство вида (1.23), оценим снизу правую часть (3). Спра. 
ведлива оценка (см, Бабин, Вишик [5, с. 167-168] ) 


А (иу о, о) 22 (0/2) Во В - ОТР, (12) 
гле 
#(1) = С, уі йи, + СВ и 12 +С, Пий, (13) 


К -- произвольная константа, Для и(1) = 5,0, при но Є Ж имеют место 
оценки 


а ПЗС 12у! р, (14) 

1 Т 

= Г Ти) В &< сь? 12 В +С? уг РР ТЯ, (15) 
о 


где ү; -- первое собственное значение оператора До в 1,,(7?(00)) (при ну- 
левом среднем значении функций по Т?(оь)). Оценка (12) (и (13)) 
дляивЫ, и 11, получена из оценок в Ну и 1, для роторі Ви = ди, - 
— 234; решения и задачи (1.6.1) (см. Бабин и Вишик [5]). Отсюда 


р? 


| і 
А һ(т)ат< Сук Е"? (є |и@) Ват) + 
0 


о 


і ? 1/2 
+ СК ьт! Ј (т) ат +С, 271? (Ј Ны(т) Пат) . 
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Воспользовавшись неравенствами (15) и (11.4.2) при / » +, получаем 


1: 
т = Г в(т) ат < С. УшКи ЦЕ +С К За +С, Е. 
0 


{> +> 


‹ Положив здесь А = и! 12? + 2, выводим из (1.24) 


«є лег м7 


щеки х 


1: а 
іп іп - /Т.4(и(0))аг > (12) 5 ү – 
91 го 1=1 


{> = ы, Є 


—а[С; Кено М (и 1 +2) + оа], (16) 


где у; — собственные числа оператора Со. Поэтому из (1.6) и из теоремы 1.1 
заключзем, что Піт у Ж < 4, если правая часть (16) положительна. Учиты- 


а 

вая, чо У у; > ао? Су, Со > 0, выводим из теоремы 1.1 оценку (11) « 
ј=1 

В ряде случаев при периодических граничных условиях удается получить 


‚оценки іт; У аттрактора % как сверху, так и снизу. Приведем эти 
‚ оценки. 


Теорема 3. Лусть функция #(х) = &(,) такая же, как в разд. УТ.5. Тогда 
діт ру Ж > 5,0;!, 6, > 0, . | (17) 


ати Ж < Саб? 2 Ут 1аб!? +2). (18) 


Доказательство. Пусть 2 — решение уравнения (\1.5.1). Мно- 
жество У (2, Л), Н,) состоит из ограниченных в Н, траекторий и(г). Так 
как трзехтория {и(7), ЕЕ В} инвариантна, то, согласно замечанию 11.1.2, 
{и@)} С Ж. Следовательно, М"(2, Н, Н) С Ж . Так как операторы 5,(2) 
вполне кепрерывны при Е 2 0, то их спектры дискретны. Поэтому окруж- 
ность {&1= 7, где г=} -еие>0 достаточно мало, разбивает спектр 
0(5;(2)) на две части. Согласно теореме \УП.5.2, существует локально ин- 
вариантное многообразие М,(г), касательное. к Ё, (г). Вследствие 
(У1.5.10) ату, (7) 2 5/щ,б > 0. Поэтому ЧтнМ, (г) > 5/о. Так как 
М.С) Пос МН(2) в силу предложения У.3.2, то ди; Я > 9тнМ"@)> 
> 6/. и неравенство (17) доказано. Неравенство (18) следует из (11) 
и из того, что 121, + ПЕН < Саб"? для функции Е, не зависящей отх, 
на растянутом торе, определяемом (10) № 

Замечание 1. Из (17) следуст, что іту Ў > + при оо + 0 как /ао. 
Вместе с тем правая часть (18) растет как ао? (множитель с логарифмом 
играет подчиненную роль; кроме того, по-видимому, (18) справедливо, 
если там подкоренное выражение заменить на 1). Таким образом, имеется 
зазор между полученными оценкой сверху и оценкой снизу. 


4. ОЦЕНКИ РАЗМЕРНОСТИ РЕГУЛЯРНЫХ АТТРАКТОРОВ 


Рассмотрим на торе Г” уравнение 


д,и = ди – Х(и)+Ли - р(х), хЕТ", (1) 
где 
РЄ СК), 700) = 0, Луч + при [и 1 +оо, Г) > С. (2) 
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Уравнение (1) порождает полугруппу {5} вС?*“(Т”). Согласно теоре- 
ме УП.6.3, при каждом А Е К существует открытое всюду плотное мно: 
жество С» С С“, где С» — множество регулярных значений оператора А, 
= —(Ди - /(и) + Хи) такое, что при # Е С, полугруппа {5,;} обладает 
регулярным аттрактором %(. 
Теорема 1. УХ > 0 при Е: С. справедлива оценка 


бту %< ЛО +С,-А), (3) 


где М(Х, —А) — число собственных значений оператора —А на Т", не пре- 
восходящих №, С — та же константа, что в (2). 
Доказательство. Согласно (У.6.3) и (У.6.2), 


% = М (2,) 0... ОМ"), (4) 
где 2, (=1, ‚К) — решения уравнения (1.3.4), имеющиего здесь вид 

-4(2) = Д2 р +2 = в. | (5) 
Поэтому 

біт уу 9-= тах діт М'2;). (6) 


В силу (У.6.5) предложения 1.2.2 и предложения 1 (см. ниже) 
бім ру Мҹ(2,) = фіг Н Е+ (2,) . (7) 


Здесь Е.(2;1) ~ неустойчивое инварнантное подлространство полугруипы 
{5,20}. Размерность Ё+ (21) равна числу ^№(0, 4(2,)) отрицательных 
собственных значений оператора А '(2;): 


А’(21) = —(До- (2р) о +АЫ). (8) 


Так как {’2) > -С, то в силу принципа Куранта №0, 4'(2,)) < 
< №(0, -А — С - ХЛ). Поскольку №(0, -А ~ СГ М) = М(А + С, -А)= 
= М(А + С), то ти Е. (21) <М(А + С). Отсюда получаем (3) = 

Перейдем к оценке снизу біт ру Ж. 

Теорема 2. Пусть для ри Е, помимо условий теоремы МЇЇ6.3, выполне- 
ны условия теоремы 1.4.2. Тогда при ХЕ Кь (а и Ь – те же, что в теоре- 
ме \1.4.2) 


дії р % > МА, Д) при ХХІ. (9) 

Доказательств о. (Согласно теореме 1У33 тё, (2) 
= іпа(-4 (2)) = МА, -А), где 2 — решение уравнения (5). построенное 
в теореме У1.4.2, Так же, как в теореме 2.2, оценку (2.8) получзем отсю- 
да (9) ® 

Замечание 1. Из неравенств (3) и (9) и из известной формулы 
№, -А)= Со А? + О(М"- 10102) (см., например, Шубин [1], Рид, Сай- 
мон [1]) получаем, что при ЛЄК», ЕС) 


біту 9 = Са №"! + (А), 10 < СН, (10) 


' м 
где Со и Са зависят только от ® и от константы С из (2). В силу предло: 
жения \1.4.1 и его доказательства миожество Кь занимает существен- 
ную часть вещественной прямой. 
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Аналогично уравнению (1) рассмотрим уравнение 

ди +7д, и = Ди – /(и) + Ли – р(х), хЕТ? (для краткости и = 3). (11) 
Прелнолагается, что выполнены условия (1.8.2)-(1.8.4), (П.6.1)-61.6.6) 
и (УП.4.2). Тогда при $ Е С», гле С» СН – множество регулярных значе- 
ний оператора А, определяемого (5), А: Н?(Т?) -Н=[,(Т?), полугруп- 
па {5,}, 5,: НТХН- НЕХ Н, порождаемая (11), обладаст регулярным 
аттрактором % (см. теорему УП.4.3). 

Теорема 3. Для любого Х > О при ЕС» 

Чит уу 9 < М(А +С, Д), (12) 


Доказательство. По-прежнему справедливы формулы (4), (6), 


‚ (1). Уравнение в вариациях, порождающее {5,(2)}, имеет вид 


Н 


К л 


д5о+ уди = Ли 7 (2)о+АЛи (13) 


(это легко выводится из (М1.4.5), где ћу = 0). Согласно теореме 1У.4.5, 
размерность пространства Ё,, соответствующего уравнению (13), — та- 
кая же, как у Ё,, соответствующего оператору А’(2) в (8). Поэтому, 
так же как в теореме |, получаем оценку т Е. < М(Х +С, Д), и нера- 
венство (12) доказано ж 

Замечание 2. Конечность размерности аттрактора %, соответст- 
вующего (11), для & Е С была доказана Бабиным и Вишиком [5]. Для 
произвольных & конечность хаусдорфовой размерности % была установле- 
на Гидальей и Темамом [1], Чуешовым [2], Лалыженской [5]. 

Теорема 4. Лусть для Ги #, помимо условий теоремьк УП.4.3, выполнены 
условия теоремы У1.4.2. Тогда для аттрактора %, соответствующего 
уравнению (11), справедлива оценка (9). 

Доказательство теоремы 4 проводится так же, как доказагельство 
теоремы 2, с учетом замечаний, сделанных в доказательстве теоремы 3. 

Замечание 3. Оценки (3) и (12) справедливы не только при перио- 
дических граничных условиях, но и в случае, когда функции определены 
не на торе Г", а в области 9 Є К", при граничных условиях и|за = 0 
или ди/ 91] о =0. 

Чтобы сделать изложение более полным, приведем следующее пред- 
ложение. А 

Предложение 1. Пусть выполнены условия теоремы М.6.1 и Х = М"(2), 
пусть 15,и ~ 5: и| < ССГ)|и — о | при и, о0Є о, 0 <7<7Т, где о — окрест- 
ность точки 2. Тогда хаусдорфова размерность Х ривна п. 

Доказательство. Очевидно, йт (И (2) П о) = п, если о -- ма- 
лая окрестность 2 (см. (У.6.12)). Так как липшицевы отображения не уве- 
личивают хаусдорфову размерность, то йім; 5, (М (2) П о) < п. Носколь- 
ку хауслорфова размерность счетного объединения возрастающих мно- 
жеств 5; (М"(2) П о) не превосходит верхней грани размерности эл их 
‘множеств, го в силу ‘формулы (У.6- 13) получаем Чт Л (2) < н. Так 
каг М (2) Пос М"), а ату Мч (2 П о) = п, то тн М"(2) > п. Поэто- 
му Чан М2) = п, и предложение доказано а 
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5. НЕКОТОРЫЕ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ, 
АТТРАКТОРЫ КОТОРЫХ КОНЕЧНОМЕРНЫ 


1. Уравнения Бусинеска. Рассматривается движение вязкой 
несжимаемой жидкости с учетом температурных явлений в ограниченной 
области 0. В приближении Бусинеска скорость и(х, {), давление р(х, 1) 
и темиература 0(х, 1) удовлетворяет в случае однородных граничных 


условий системе уравнений 
д, и + (иУ)и — ,ди + 00+ Ур =7, 
2,0 + (и. У )0 - КДӨ =, | 
У.и = 0, (1) 
и|захв. =0, 9[.охк, =0. 


Аналогично разд. 1.6 с помощью проектирования на подиространство Н 
соленоидальных полей система (1) может быть сведена к операторному 
уравнению 


д.Ф+АФ+В(Ф, Ф) + АФ = р, | (2) 


где Ф = (и, 6) (подробнее см. Гидалья [1]). 

Как показано у Гидалья [1], всякое ограниченное в (Н! (9))" +! инва- 
риантное относительно полугруппы 5; (соответстнующей (2)) множест- 
во Х имеет конечную хаусдорфову и фрактальную размерность. 

2. Уравнения магнитной гидродинамики. Система 


уравнений магнитной гидродинамики имеет следующий вид .(см. Ландау, 
Лифшиц [1]): 


д,и + (и.У)и -- (1/Води - (В.У)В+ У(р+(1/2)8?)=/, 
9, В + (и. УВ + (1/т)го(тої В) - (ВУ)и=0, 


У.и=0, У.В=0, (3) 
иіза = 0, (В, 1) зо =0, (1018 ХГ)| зо =0, 
ОСК”, 


где / — единичный вектор нормали к д9, Ве - число Рейнольдса. Кт — 
магнитное число Рейнольдса, и -- вектор, скорости, р - давление. В ~ 
вектор магнитного поля. Уравнения (3) могут быть также записаны в ви- 
де функционального уравнения 


9, Ф+АФ+В(Ф, ф) = р. (4) 


Как показаи Гидалья [1]. всякое инвариангное относительно полугруп- 
пы 5, (соо:ветствующей (4)) множество Х, которое ограничено 


в (Н!(9))?", имеет консчную фрактальную и хаусдорфову размерность. 


ДОПОЛНЕНИЕ 
ОБ ИЗМЕНЕНИИ ИНДЕКСА НЕУСТОЙЧИВОСТИ 
НА СТАЦИОНАРНЫХ КРИВЫХ 


Пусть Е; и Ео — банаховы пространства с нормами ||| и || - № соот- 
‚ вественно, причем /; всюду плотно и непрерывно вложено в В, Е, СЁь. 
‹ Пусть Л — отрезок вещественной прямой и А: Е; Х Л > ЕЁ, —– оператор 
‘класса С'. Рассматривается стационарное уравнение 

А(и, №) = 0. (1) 


Пусть Г — связное, компактное в Ё; Х Л подмножество решений этого 
уравнения. В дальнейшем предполагается, что А непрерывно дифференци- 
руем по Фреше (ипо (и, Х)) в окрестности Г. 

Условие Т. Полный дифференциал А по (и, А) 

Ан, Чо, №) (0, Е) = Ки (ио, №) о +А (ио, №) (2) 
эпиморфен из Е, ХК в Ёо, А, мио, №) (Е, Х К) = Ро в любой точке 
(мо, о) Е Г, а ядро оператора Ах одномерно, 

Если выполнено условие І, то в силу теоремы о неявной функции 
можно ввести в окрестности каждой точки (ио,№)ЕГ такую парамет- 
ризацию (м (а), Х(о)), «Е [м - бо, ао +50], что (и (о), №(а)) = (0,0) ии), 
^(“) дифференцируемы по а, |а оо | $65. 

Определение 1. Точка (ио, №) Є Г называется критической, если 
дифференциал по и А, (ио, Ао} оператора А имеет ненулевое ядро. 

Заметим, что в окрестности любой некритической точки (и, Х,) Є Г, 
согласно теореме о неявной функции, на Г в качестве параметра можно 
взять А, так как А; (и, Л, } — обратимый оператор. В этом случае уравне- 
ние (1) имеет решение и=и(^), |^-^, | <5. 

Предложение 1. Пусть выполнено условие 1, (и(@®), Х(а)} — кривая реше- 
ний (1), (и (о), Х(0)) = (0,0) и (и), А (що) = (ио, №) — критическая точ- 
ка. Тогда: 1) №ао) = 0; 2) и’(щ ) = ес #0, ев Е Кег Аи (и, ло) (А (Мо. Ло) ео = 
=0); 3) Ах(ио, №) #0; 4) Е* = т А; (ио, №) Ро; 5) Е =Е*+ЕАл(мо, №), 
ЕВ}. 

Доказательство. Подставляя (и(о), Х(а)) в (1) и дифференцируя 
по а, получим 

А (и(о), №о))и (о) + Ау(и(о), №а)) (а) = 0. (3) 
Отсюда вытекает, что (и (о0о), №00) Є КегА,, (ив, Хо). Если ье 
Є Кет 4, (мо, №), то (и, 0) Е Кег Аи ^(Ио ‚ о) и обрато. Из этого замечания, 
одномерности Кет А, (Чо ‚Х)ииз (2) при а = ау стедуют утверждения 1) 
и 2), причем и (о0о) = Соо, С #0. 

Предположим, что Ау (ио, №) = 0. Тогда КегА, (ио, А) содержит век- 
тор (0, #), ЕЕ В. С другой стороны, Кег Ан (Шо, №) содержит вектор 
(ео.0) и діт Кег Ау л(Мо, №) 2 2. Иротиворечие. Поэтому А} (ио, №) #0 
и утверждение 3 доказано. Для доказательства 4 прелположим, от против- 
ного, что Ім А, (мо, Хо) = Ёо. Тогда найдется и’о, такое, что Ан(ио, Ао) мо = 
= -- (чо, №), откуда следует, ч1о (мо, -1) Є Кег Аи (Шо, №), а это про- 
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тиворечит одномерности Кег 4, (ио, №). Утверждение 5 вытекает из эпи- 
морфности Аи л(ио, №). 

Условие 1 -- это условие общего положения (см. разд. \1.2). Примером 
уравнений вида (1), удовлетворяющих условию 1, является уравнение 
(У1.3.1), коэффициенты которого гладко зависят от параметра А (см. тео- 
рему У1.3.2). 

Определение 2. Пусть влоль стационарной кривой Г ={и(о), (а), 
о: |а — а0|<5 1 уравнения (1) выполнено условие Г и (ио =и(оо), А = 
= Мао )) — критическая точка. Точка (ио, Ло) называется точкой по - 
ворота, ссли в некоторой окрестности оо, | а — ао 1<5,, А(а) - Ло >20 
при а 5 или Аа) — № <0. Точка (ио, А) называстся точкой пе- 
региба, если при переходе через а = ао функция Аа) — ло меняет знак. 

Отметим, что, в силу предложения 1, А (ао) = 0. 

Пусть 2: Е, э Во — линейный ограниченный оператор, Е, СЁ. Пусть 
спектр 0(7.) = о оператора Ё разбивается на два замкнутых множества: 


о= 0; Чо_, 0, По =ф, в_ С{{: Вес <0|, о. СІ: Ве{ 20}. 


Определение 3. Оператор имеет конечный индекс нё. 
устойчивости іпі КЁ, если размерность инвариантного подпростран- 
ства Е, оператора Ё, соответствующего 0,, конечна. Эта размерность на- 
зывается индексом неустойчивости оператора /: ілі / = 
= дни 2... 

Теорема 1. Пусть (20, Ло) = (и(), А(оао)) — критическая точка опера- 
тора А(и, №), причем вдоль стационарной кривой (и(а), № (а)), [а-о | < 
<65 выполнено условие ї. Пусть оператор Аз, (ибо), ҖЖа)) при а, близких 
к ар, имеет конечный тд А; (а) и 


о(А (ио, №) Е: Кеў = 0 = {0}, 

А, (ио, №) ео =0, и (00) = ео ФЕ? = А, (ио, №)Е. (4) 
Тогда в точке поворота (ио, №) индекс неустойчивости А, (и (а), Х(о)) меня- 
ется на единицу, точнее: для любого 6 > 0 найдутся такие 6; 20 и 6, 20, 
$, , 5, < о, что 

іла Ин(и (оо +61), Х(ао +5,)) — іп А, (и(ао — 82), Мао – 5)) 1 =1. (5) 


Если (ио, №) — точка перегиба, то для любого 6 найдутся такие 51, 5, «< 6, 
что 


іла Аи (и(щ + 51), Хо +61)) = а А, (и(ао — 62), Хао —52)). (6) 

Доказательство. Лля краткости записи положим оо = 0, ио =0, 
Ло =0. Рассмотрим задачу о нахождении малого собственного значения 
В(а) (при малых «) оператора А „(и (а), №о)): 

Аи(и(а), №о)) (и(а) + м(о)) + В(о) (и (0) + мо) = 0. (7) 
Здесь и'(0) = ед Е Кег А’ (0, 0), м (а) — искомый вектор, (ЕЕ, ЕЁ - 
подпространство, дополнительное к ирямой | #%, ЕВ} = Кег А, (0, 0), 
те. Еі + { ео, ЕЕ В|=[,. Очевидно, ио) + м (а) — собственный вектор 
А (иба), Ха)), соответслвующий собственному значению (а). Согласно 
п. 2 предложения 1, при а = 0 задача (7) имеет решение (0) =0, м(0) = 
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=0, и’(0) = со. Докажем, что при а #0 существует, и притом единствен- 
ное, решение (В(а), и (0)) класса С задачи (7). Действительно, продиф- 
ференцировав левую часть (7) по (В, м), при а= 0 

М(ау, 48) = А, (0, О) ам + (0) ав = А, (0, 0) 4» + во В. 

Так как по условию (4) ео іт А, (0, 0) =ЕЁ*”, то оператор М осущест. 

вляет линейный изоморфизм между Ё ХК и Ро. Поэтому выполнены 

условия теоремы о неявной функции, и задача (7) имест, и притом 
единственное, решение (В(<), ж(а)) Е С', причем (8(0), м (0)) = (0,0). 

°’ Цодставим в (7) вместо А; (и), (аи (о) выражение ~ 4, (и (о), Хо) (0), 

полученное из (3): 

Ац (и(о), №о)) м (а) — №(а) 4, (и (а), №о)) + В(о) (и (о) + м (о) = 0. (8) 

Рассмотрим функционал Б Є Ер, такой, что | +20, 10(ео) = 1. Обо- 
значим: Е = А! (и(о), Ха) ЕЁ. Так как | А; (и(о), Хоу) ~ 4,,(0, 0) < 
< у(о), у(о)-* 0 при а 0, то имеем, очевидно: Ё = Еў + Ве. Отметим, 
что единичные сферы 5; и 5* в Е ив Е* отклоняются друг от друга 
на величину 7, (а), гие у, (а) *0 при а->0. Пусть 1% Е Ед — функционал, 
обладающий следующими свойствами: К = 0 на Ё, 1. (60) = 1 (1. одно- 
значно определяется ими и непрерывно зависит от а.) ` 

Из пЗи 5 ирсдложения 1 следует, что 4) (0,0) # 0, 1400,0) = 
=4>0 и 4(0,0) 4 Е*. Поэтому Ау (и(о), А(а)) 1а + О(о) 2 а]2 при ма- 
лых а. Кроме того, очевидно, 43(й(0), (а) 6 Её, Ех + КА (и(а), Хо) = 
=Е ([а|< 5) и 11.(4(и(о). Җа))) > >0. 

Применим к обеим частям (8} функционал Ц: 

Хо) (Аи (о), (оу) + В(а (1, (©) + 1 (и (00) = 0 (9) 
(164, (и (о), Хау) м(а)) = 0. таккак Ан (и(а), Мау) "(< Е Е). При | а] < 5, 
где $ лостаточно мало, |1. (иҳа)) |= О(а), поэтому 1, (и’(в)) + І, (и (0)) = 
= р+0О(а) > 1/2. Если точка (0,0) — точка поворота кривой (и(а), А(а)). 
то А(а) имеет при а=0 экстремум, например минимум, поэтому так 
как Җа) Є С!, для любого 5 >0 существуют такие ё, >0 и 6, >0, 
61.5; <5, что А(5,) >20 и №-5,) <0.. Следовательно, при а= 5, и а = 
= 5, из (9), предполагая, напрамер, что (Ах (и (о), Х(о)) 2 Р ири [а [< 
<б, получаем: 5ри 8(5,) = зри А8) (= 1, 2). Отсюда (при переходе от 
—6: к ё), выводим: В(-6,)<0 и 8(6,)>0, и выполняется оценка (5), 
так как при а=—6. А (и(ођ. Хау) имее! отрицательное малое соб- 
ственное значение В(—-6.), а ври а= ё; - положительное. Все остальные 
собственные значения А; (и (а), Жа)) не малы в силу (4). 

Аналогично, если (0,0) — критическая точка перегиба, то найдутся 
такие 61,6 < 6, что, например, А5,) >20 и А(- 82) >20; отсюда так же, 


как выше, находим, что 8(5,) и В(-652) имеют один и тот же знак. Поэто- 
му справедливо (6). 
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Введение 


В последнее время пристальное внимание уделяется изучению поведе- 
ния решений и(Г) нелинейных эволюционных уравнений 


(1) ди = Аи, и |5. = Мо 


е9 


при і — +оо. Если задача (1) имеет, и притом единственное, решение ий 
при ѓ > 0, призем и) ЕЕ У > 0, где Е — некоторое бавахово простран- 
ство, то эволюционной задаче (1) соответствует полугруппа {5:. # > 0} опе- 
раторов 5:, 5: ЕЕ ЧЕ б, 5, = и®. 

В теорви конечномерных динамических систем глубоко изучены ®-пре- 
дельные множества траекторий и аттракторы таких систем (см. обзоры Нп- 
тецкого 11], Арнольда, Афраймовича, Ильяшенко, Шильникова [2] и дру- 
гие). В последние годы с этой точки зрения пзучались бесконечномерные лина- 
мические свстемы, порождаемые эволюциовными уравнениями с частными 
производнымв (см. работы Ладыженской [3] — [6], Дафермоса [7], Хейла [8], 
[9], Фояша. Темама [40], Хенри [11], Бабина, Вишика [12], [43}. [44], [17]. 
Константина. Фояша, Темама [15], Аро 116), а также другие работы, которые 
питаруются в указанных статьях). Для векоторых уравнений вида (1) типа 
Морса — Смейла удалось описать структуру аттракторов (см., например. 
работы Хенрп 111], Хейла [3]. Ба(пна. Вишика [17] и другие). В ряде работ 
изучались пизарпантные отвосительно {5,} многообразия 1{(2), проходящие 
через стациокгрные точка 2 (5:2 =2У Ї >> 1). а также пзучался вопрос о ха- 
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рактере притяжения траекторий и(/). лежащих в Оџг.. к Мс} п 92} (см 
работы Курцвейля (151, Уэллса [19]. Харта. Пью. [Нуба [2 50]. Марслена, 
Мак—Кракена [21]. Бабина. Вишика [29] п другие). | 
Настоящая статья посвящена изучению асимптотического поведения 
траекторий 5,и,. #>0, при Ё— — ос. 
Первый из рассмотренных в статье вопросов — это поведение траектории 
и(ѓ) = 5 шо. стремящейся к стационарной точке 2, и(ѓ) = 2 в Е при — --оо, 
№ (2 = 2 У 2> 0. : 
Отметим, что скорость приближения и(і) к стационарной точке = пзуча- 
лась в работах Фояша п Со [23]. Фоята, Гуплопе [24]. Аро [35]. [26}. 
Дифференциалы 5;(2) операторов 5; в точке 2 образуют линейную полу- 
группу. Если окружность радиуса р не пересекается со спектром оператора 
5;(2) (такое р называется регу. :ярным спектральным радиусом), то части 
спектра ©: (2), лежащей вне этой окружности, соответствует инвариантное 
подпространство 5,02) (и 52) УЁ >> 0). которое мы обозначаем через Ё, (2, р). 
Предполагается, что Ё (5, 0) конечномерно. При выполнении некоторых есте- 
ственных условий через точку 2 проходит локально инварпантное относитель- 
но {5,} конечномерное многообразие 1/. (2. р). касательное в точке к Ё. (2, 
©). Во втором параграфе статьп доказано, что если и(ѓ) — 2 при #— оо 
п р — регулярный спектральный радиус. то на 1/7, (2, р) существует траекто- 


рия (і) (спектральная асимптотика для и(ё)) такая, что 


(2) а (9-и (Ср >27. 
В случае нелинейного параболического уравнения или системы Навье — 
Стокса можно ьзать последовате льпость регулярных радиусов р; -+ 0, п мы 


получим послеловательность и; Е.М. (2, р). аппроксимирующих и(ѓ) со все 
большей точностью ([41), 1511). Р 

В случае, когда уравнение (1) линейное и параболическое, и({) является 
частичной суммой ряда Фурье, представляющего решение (1). Таким обра- 
зом. аппроксимация частичными суммами ряда Фурье допускает обобщение 


и на нелинейный случай. 

В работе Плисса [27] изучена связь между траекторпями. лежащими 
на 41. (1, р) (р == і — е). и любыми траекториями, лежащими в окрестности 
точки 2. при изучении вопроса об устойчивости или неустойчивости точки 2 
для конечномерных систем уравнений. 

В статье рассмотрен вопрос о равномерной по начальным данным 
асимптотике и(ѓ) == м, где начальные данные и, принадлежат ограничен- 
ному множеству В. Предполагается. что полугруппа {5,} обладает глобаль- 
ной ‘функцией Ляпунова Ф, убывающей влоль всех траекторий < и,.за исклю- 
ченпем стационарных траекторай :, 5,2 = 5 УЁ > 0. Предполагается. что 
множество ХФ стацпонарных точек 2 конечно, 7 == {21...., 85}. Тогда 
равномерная асимитотика траекторий #(#) описывается в терминах кусочно- 


непрерывных траекторий и), лежащих на и М (23, 03), где М*(зь ру) = 

= {) 5,М..(2;, р). Каждый непрерывный кусок и(2) лежит на одном пз 
а?" ру), а значения в точках разрыва лежат в малых окрестностях не- 
устойчивых стационарных точек 2; Є 9. причем число разрывов Ш) не пре- 


восходит №. Очевилно, описанные траектории ц(ѓ) образуют конечнопара- 
метрическое семейство спектральных асимптотик. Для каждой траектории 
А 


(ё) = 5 и,. и, ЄВ, в $ 3 построена спектральная асимототика и(ї) такая, что 


(3) Поб) (0) Сее №220, 


причем константа С зависит только от В, а число п >> 0 — от спектральных 
радпусоз рді =1,.... Л). Если п, — 0. то п + (#]. БИ, Р. 
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Отметим также, что хотя динамика. соответствующая полугрупие {5,}, 
изучается в бесконечномерком пространстве Е. эсимптотическое ее поведе- 
ипе описывается с помощью конечномерной динамики. порожденной {&,} 
ва конечномерных многообразпях М*(2,;. р;) 0 = 1, ..., №). 

В 53и 5 приведены примеры уравнений и систем, обладающих инливи- 
дуальной и равномерной спектральной асимптотикой. Среди них различные 
уравненая математической физики. например система Навье — Стокса в дву- 
мерном и трехмерном случаях, системы реакции — диффузии, квазплинейные 
параболическпе уравнения. гиперболические уравнения с диссипацией. 

Имеется еще один класс уравнений, для решений которых удается полу- 
чить конечнопараметрическую асимитотику при Ё—> --оо. Это уравнения, 
обладающие конечномерными пнерциальными мяогообразяями М... В по- 
следнее время изучению таких уравнений посвящено много работ (см., на- 
пример. работы Фояша. Селла, Темама [28]. [29]. Фояша. Николаенко, Сел- 
ла. Темама [30], [31], Мане [32], Мора {331. [34], Мора, Сола-Моралеса {35]). 
В $4 приводятся определение п основные свойства пнерциальных многооб- 
разий. следуя этим работам. В $ 4 показано также, что решения и4В) уравне- 
ний. обладающих пнерциальнымя многообразиями М., имеют на них спек- 


тральные асимптотики, т. е. существуют такпе решения и(ѓ). лежашие на №., 


что для разности и(#} — ци(В} пмеет место оценка (2). Таким образом, и в этом 
случае предельная динамика {5;} апароксимируется с экспоненциальной 
точностью конечномерной динамической системой, на этот раз на ЛГ. (141. 
{51}. : 

В $4 приведено-уравнение Курамото — Спвашинского, для которого 
были построены ннерциальные многообразия в работах [30], {311. Для этого 
уравнения доказано существование спектральной асимитотики, лежащей 
яз инерцнальном многообразии. Здесь же обсуждаются результаты работ 
Конвея, Хоффа и Смоллера [36], Хейла [38] по уравнениям реакцин-диффу- 
зса с большой диффузией. Для таких уравнений динамика на пперцпальном 
многообразии явно онисывается системой обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Как показано в $ 4, при большой диффузии для траекторий и(ѓ) 


уравнения реакции-диффузяи существует спектральная асимптотпка и(2), 
лежащая на инерциальном многообразии ([4{]). 

‚ В $6 изучаются вопросы теории возмущений полугрупи, соответствую- 
щих уравнению вида 


(4) дш = А(и. №), и |, = и (А А). 


Фф 


Соответствующая ему полугруппа {5,} зависит от А, 5; = 5 (ХА. 

Ряд результатов, касающихся поведения при больших # решений урав- 
нений (2), имеется в работах Хейла [9]. Мора п Сола-Моралеса [39]. 

Пусть ы() = и А) — решение (4) и 12) = 5 (0)и, — нулевой член 
асимптотики по А, т. е. решение (4) при == 0. Тогда при естественных усло- 
ввях на А(и, А) имеет место оценка 


(5) Нм, А) — 0) | < Сеч |^ |. 
Очевидно, что чем больше ѓ, тем апироксимация #(ё, А) через #{2} становится 
хуже. Предположим, что 5 (0) удовлетворяет условия" УШествования рав- 


номерной спектральной асимптотики с р; = і п для отклонения 5;(А) от 
500) имеет место оценка 


(6) 15 (Аи — 5.00), | < Се | А | 1 шо — № 1. 


Тогда указанный выше нулевой член асимптотики Ё) = 5 (0и, можно ста- 
билизировать при # — -- оо. Точнее, для каждой траектории и({} = 5 (А)и,, 
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геи. С 5. В — ограниченное мвол.ество в Ё, существует траектория и(ї) 


такая, что 114) = 100) = 5КОи, при 0 <Е< 7, Т = Т(и), а при ёр> т 


и Е Ц АГЕ, 1) (ру = 1) 
2 


я что выполнена оценка (3). Как и выше, (8 приё > Г кусочно-непрерывна 
по Ё, иб) принадлежит конечнопараметрическому семейству траекторий 
{5,(0)), причем непрерывные куски и (2) = (&, }.) лежат на ЛГ" (2, 1). Как 
показано в $6, и) можно так постропть, что равномерво по и, Є В 
0р Им, А) — и(1) ИС А и, С = С(В), где 4 зависит от спектральных 


характервстик операторов 5;(2;) (1411, [48], [49}}. 

Указанные выше спектральные п стабилизированные асимптотики иллю- 
стрпруются на примерах систем уравнений реакции-диффузии, гиперболпче- 
ских уравнений с диссипацией. а также гиперболических уравнений с малым 
параметром при старшей производной; 

Статья носит обзорный характер. Мы старались привести лишь основ- 


вые иден доказательств. Ряд вспомогательных предложений формулируется 
без доказательства. 


$ 1. Некоторые сведення об инварпантных многообразиях 


Наквоугим некоторые сведения, которые нам понадобятся в следующих 
параграфах. - 

Онределение 1. Точка 2 называется стационарной, если 5:2 = 
= 5 70. 

Определение 2. Функцией Лялунова для полугруппы {5,} вазы- 
вается такой функционал Ф, Ф: Е —- В, что Ф( 5, и,) убывает по Е Уи, Є Ё. 
При этом убыванне строгое, если только и, не является стационарной точ- 
кой {5}. 

Определение 3. Стационарная точка 2 называется гипербеличе- 
ской точкой {5,}. если выполнены следующие условия. 

1} Операторы <, — класса СВ, В > 0, по и в окрестности точки 
5 ЎР > 0. 

5) Операторы 5:2) (Ё >> 0) — дифферевпналы Фреше операторов 5; 
в точке = — образуют линейную полугруппу в Е. 

3) Спектр оператора 5 (2) при і >> 0 не содержит точек единичной окруж- 
ности {26С: 151 =1}. 

4) Иввариантное подпространство Ё. оператора 5;(2), і > 0, соответ- 
ствукицее части спектра 5 ;(2), лежащей вне единичной окружности, не зави- 
сит от Ри ковечномерно. Его размерность обозначается 114 2 цинденс точ- 
ка 2). 

Будут использоваться полугруппы {582)} линейных операторов 5;(2) : 
Е — Е. 

Обозначим через 0. (2, 0) часть спектра с = с(5;(2)) оператора 5;(2) = 
== 5302,2). лежащую в области {2: |7 |72 р}. а через ос, р) — часть 
спектра 5. 2). лежащую в области {2: | & |< 0}. Через ЕЁ, (2. р) обозначим 
инвариантное подпространство, соответствующее с, (2, р), а через Е. < р) — 
пивариантное подпространство 5;(2), соответствующее С (2. 0). Число @ 
будем называть ‚ регулярным спектральным радиусом для 5 (2), если 0.(2, р) П 


бс (2. р) = 2. Е(.0) ПЕ, р) = 0. Если р — регулярный спектраль- 
ный радиус. т6 через П. обозначим проектор на Ё.. а через П_ — проектор 
ка 2... причем Ке П = Ё. КеП. = Е. 


Определение 43. Полтгруппа {5 12) } линейных операторов вназы- 
вается почти устойчивой, если выполнены следующие условия. 


ЕЯ 
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1) 5,42) ограничены в Ё во норме при 0 <: © Г ковстантой, зависящей 
лишь от 7. 

2) (542) р, ф) непрерывно поѓ > 0 ҮЕ Е, УФ Є 8*, где б* — множе- 
ство, всюду плотное в пространстве Е*, сопряженном к А, <, } — двойствен- 
ность между Е и Б”. 

3) Существует регулярный спектральный радиус р, >> 0, такой что мно- 
жество 6-(2, ре} конечно, а Е. {2, ро) конечномерно. 

| Сформулпруем нужные нам известные факты пг теорпи линейных полу- 
Я рупи (сэ., например, [21]) в виде следующего предложения. 

Предложение 1. Пусть {5:{2)} — почти устойчивая полугруппа. 
Если р — регулярный спектральный радиус 5), то подпространства 
Е. (2, р) и Е_(2, р) инвариантны относительно 515) > 0. Сужения опера- 
торов 5:(2) на Е , (2, р) обратимы. На Е (2, р) и Е (2, р) существуют нормы 


и-ди 1-1, эквивалентные норме в Е и такие, что в этих пормат 
(1) 5: |=. < (—е.)! 
(2) (5 |.) (0+ е), е. #220. 5 5: (4). 

При этом для и = и, ти. ЄЕ, и, ЄЕ.. и ЄЕ., норма 

6) а | = шах(| и |, Ни. 17 

эквивалентна исходной норме в Е, 
(4) Па 1 < Си 1. Пи «е Ни 1. 


Определенне 5. Полугруппа {5,} в окрестности стадцпонарной 
точки 2 близка к линейной, если существует такая окрестность О,(2) этой 
точки радиуса г в норме || - в, задаввой формулой (3), зло полугрупиа 
{$ продолжается из этой окрестности до полугрупиы 5 определенвой во 
всем пространстве Е. При этом такая полугрупна {51} должна обладать 
след) щими свойствами. 

1} Пусть и, Є О„(2). В этом ‘случае 5:1. Е 0,(2) ЧЕЕ (0, т] при некотором 
4 > Отогда н только тогда. когда 8%, Є О,(2) У ғ Є 10. т], причем 5,и, = 5и. 

2) Операторы 8: — класса С!-В на ЕБ, причем 


(9) $3 (2--5):=:-58;:(2)г- В,(0). В,(0) =0, В; (0) = 0. 


3) Дифференциал В; (гс) оператора В, удовлетворяет такому условию 
близости к вулю во всем пространстве: 


(6) НВ: <р ЎСЕ, 10, 1, 


где и может быть выбрано сколь угодно малым при достаточно малом разнусе 
окрестности 0,(2). 

4) Дифференциал В(1ш0) зависит от ш ` непрерывно по Гёльдеру с показа- 
телем 8 > 0, В <1, 


(7) ||; (0) Вне = Е, 1, 
Ух, и О ш -0|6060, 6>0 — (6,=6,()). 
5) 15и— Сиу, 1), УиСО, (2). 


Важную роль в дальнейших параграфах будет играть следующая тео- 
рема. 

Теорема 1. Лусть полугруппа {57} удовлетворяет условиям 1)— 
— 5), причем полугруппа Ц 51)’ {2)} почти устойчива в точке 2. Пусть о — 
регулярный спектральный рабире оператора (5%) (2\. Тогда при достаточно 
малом значении числа и в (6) существуют инвариантные относительно {31} 
многообразия М. (2, 0) и М.-(3. р) класса СВ, касающиеся в точке 5 аф- 
финных т о ть 5 — Е(2. в) и: — Е (2. в) соответственно. 
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Эти многообрагия яваяются гпафиклун ним: я 
‚``, 8-: Е. р) 4-12, р) иёс 8-{5, с. Е +(3. р) 
соответственно, 
(9) 315.0) = {и ЕЕ: и =2 и. — $. (и-). шь ЄЕ02,р)}, 
(10) М._(. р) = {и ЕЕ: из Киви.) и- ЄЕ 0, р)). 


Функции #+ и # — класса СВ, 


(11) #-(0)=0, #(0)=0. #, (0)=0, ғ (0) =0, 
(12) _ И (и) |9, П (м) 159, 

где 4 = (р), 9 ~ 0, когда в (6) и — 0. Определены операторы 
(13) У-(и) =и—#-—8+(П+(и — 2)), 
(14) У+ (и) = и — 2 — 8-(П {и — 2)). 


Эти операторы обладают следующими свойствами: существует такое е, >> 0. 
что если ки = 5и, Е О(2) (Е = 0, 1, ..., 0). то при Е == 0, 1. ..., 1 


(15) НУ, (51 (№)) 122 (о ё) Е. (мо) 1, 
(16) ЦИ. (54 (мо)) П ф— #0)" ИР (шо) 1, 


где |. }! = |. № — та же норма, что в (3). 

Доказательство существования ЛГ. и ЛГ. см., например, в [15] — [21]. 
Свойства У_ и У, выведены из свойств о, и р. в ИТ] для ф = 1. Для р 5 4 
эти свойства устанавливаются .аналогично. 

Замечание 1. В случае р = 4 условия теоремы 1 можно ослабить. 
Выполнение неравенств (6) и (7) требуется лять при ѓ = 1, р, Є 0, (2). 

Положим 


(17) М7, (2. р) = М, (2, р) ПО, (2, М" (2, р) = АГ (2, р) ПО, (2). 


Б сплу свойства 1) определения 5 многообразия М (2, р) локально инвариант- 
ны не только относительно {5}, но п относительно {5:}. Положим 


(18) . М“ (а, р) = 0 54 (2, р). 
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Очевидно. множество 4Д/"(2. р) состоит из конечнопараметрического семей- 
ства траекторий и(?), и(ё) = би, {>> 0. Такая траектория определяется 
однозначно точкой и, Є № (2, р), а в силу (9) А!" (2, р) является многообра- 
зпем размерностн дію Е, (2, р), и точка и, однозначно определяется своей 
проекцией П.и, на Е. (2, ©). Через одну и ту же точку-М*(2, р) проходят 
различные кривые, отличающиеся сдвагом параметра # на различные кон- 
станты. 


$ 2. Спектральная асимптотика в окрестности 
предельной стационарной точки 


Пусть в банаховом пространстве Ё действует полугруппа {5,}. Изучим 
поведение траектории и(!) = $, при ё ~ -- оо. 

Теорема 1. Пусть при ї — + и(ї) стремится к неподвижной точ- 
ке 2 получрӯлпы {5,}. Пусть полугруппа {5:} в окрестности 2 близка к ли- 
нейной и полугруппа {5;(2)} почти устойчива. Пусть р — регулярный спек- 
тральный радиус оператора 5,(2). Тогда существует такое Т >> 0 и траек- 


тория щі) полугруппы {5,}, лежащая на М'(2, р), что 


(1) Ни (1) —и(01<6° УТ. 
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.. хо сшила г А. меро взе: .. 5 линейном случае, Пусть 

ше, — решение линейного, уравнения 0и = Чи. где оператор А имеет 

полную ортогонзльную спстему собственных векторов {е;. ј Е № с собствен- 

ными значениями 7.;. А, = --со при ў — со. Тогла, нрименяя метод Фурье. 
получим: 


(р) = Ў е ехр(—А,2)е;. 


Очевилно, для частичной суммы этого ряда Фурье 
Ж 

и(0) = У сзехр (—АНе; 
Би 


и дзя и({) справедлива оценка 
Па) — 0) |< Сехр-Акы, 1 - 


что совпадает с (1), где р = ехр( Ау +1). Роль М (2, р) играет инварпантное 
полпространство с базпсом е;, .... еу. Таким образом, (1) является обоб- 
щением на нелинейный случай аппроксимации Фурье. 


Функция и(#) в (1) называется спектральной асимптотикой и(?). 
Отметим. что в нелинейном случае многообразпе М. (5, р). в силу усло- 


вий теоремы 1, конечномерно и траекторви и(#) полугруппы {5,}. лежащие 
на М. (2, р), образуют конечнопараметраческое семейство. И здесь имеется 
аналогия с примером в замечания 1. 

Приведем основные идеп доказательства теоремы 1. Более подробно 
доказательство изложено в [41]. 

Для доказательства теоремы 1 нам понадобятся две леммы. 


Лемма 1. Пусть неотрицательные числа Ё,({ = 0, ..., п) удовлет- 
воряют неравенствам 
(2) Вы р рир (1=0, .... п 1), 


где ң. [> 0, р, > 0, р, 20, р. зж р,. Тогда для Е, ({ = 1, ..., п) имеет 
место оценка 


(3) <р! — 1 (р — р!) (РИ р!) (1—2). 


Доказательство проводится индукцией по { очевидным образом. 

Лемма 2. Пусть выполнены условия теоремы 1.1 и в >> 0 достаточно 
мало. Пусть 5: Є О) при ОЗ п, п Є №. Тогда существует ть Є 
ЄОд2) П М.(2. р) = М2, р) (где г — то же, что в теореме 1.1), г 2 е, 
такое, что 


(4) 2 (1) Е М (2, 0) У: 10, п], П, (п) = Нуи (п), 
А и выполнены неравенства 


(5) ИП (и (к) о 0) | рК У. (и (0)| (62-0, ..., а), 
6) Ма (9 Ср" (400) УЕ, п, 


где |} - {| = |} № — та же норма, что в (1.3), а С не зависит от и(0) и п. 
Доказательство. Сначала докажем оценки (5), (6) в предполо- 
жений, что ІК) (А = 0, ..., п) существуют в М:(3, р). При этом, очевидно, 
достаточно доказать (6) при целых { = # в силу липиищевости 5зи при 
0<9<1. Для краткости положим 2 = 0 и обозначим П, ИА) = ў. (к), 
ПА) = 208). Ни) = и (К), Пик) = в (К). 
В свлу (1.5) 


(7) ЩЕ 1) — Е 4) = 5:8) — А0) + Ви) — ВА). 
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Отсюда согласно (1.6) и (1.2) 
165,970, (и (89-1) — 5(&- 1) ИП, (и (0) — с (К) 1— 
— (0 + е.) Пи (®)— 5 (К) |. 
Поэтому, поскольку ХА) = П 1) + #-(П.=к)), 
(8) Пи (А) — о. ЖИ + =) Чи. — в 0) 
| и + еа) ар) — г) + а 0) — в (2-09) 10. 
Так как в силу (1.12) 
Па (0) — в (00А) | < (А) — Е+(и+(®)) 1 (и (8) — 
— 8+(0+(®)} | < НР 00) | + а Ни) — 2.0) 1, 
то из (8) следует: 
(9) ш (А) — г) 0 + =) ит — «ИИ 
+ рр г.) ЦЕ Ни (А) — г (А) П- рф - е) Г) |. 
В силу (1.16) отсюда получаем при н, малых по сравнению с 2. : 
(10) |и-.() — г. (К) |< р? Пи. (® + 1) — НЕО 
— Ср(о — е) НУ. (и (0) 11. 
Это веравенство имеет вид (2), где і = п — А 1, & = Ни. (в — 1) — 


— габа — 1) (|, ру = р”. р. == (р — в.) 1, Ч = Сыр — 20)“ 0 У (иь) |, С = 
=. 0. Так как и (п) = р, (п), то & = 0, и из (3) получаем оценку: 


Ци (в — (т < 
< Сир — е)" ЦУ (и (0)) ет, — (о — вр — (р — =) =) < 
< Сирр" У (400) |. 


Отсюда следует (5), если и мало. (Напомним. что и мало, если окрестность 
0,(2) достаточно мала.) - 

Применим теперь к (7) П.. Так как | П_5:П. | <р — &., то, исполь- 
зуя (1.6) и (5). получаем: 


Па (Е 1) — ок 0) (р – е) [и-@) — Е 00) |- 
+ не ш) — 0. (А) 1+ о) — (К) < — е. тв) Но (0) — 
— 00) 1 рок 1 У.((0)) 1. 


Это неравенство имеет вид (2), где Ё, = | и.() — 2.0 |, р = р – є + р, 
р. = в, | = р | Г-(и(0)) |, С = 0. Из (3) выводим при малых џ: 


(11) Па (А) — с) 1 < (р — во 2) Ди 0) — 0.00) 1 
+ Сър У _(0(0)) Пр". 7 
Так как р (0) ЄЛ. , тот. (0) = а. (г (0) и 
Па (0) — 2.(0) | < Пи (0) — 2 (и. (0) | -+ 1&-(и-+(0)) — (0.00) |< 
< 0.000) | -- 9 0000) — 2.00) |. 


Воспользовавшись (5). где А = 0, получаем, что || ч.(0) — г (0) |< 
< С. || (и (0)) |; виз (11) вытекает оденка: 


(12) Шш (0) — в.(К) |< Сър" Е (0) |. 
Из (5) п (12) следует (6) при пелых #. Мы получили оценку (6) в предполоя‹е- 
вии, что 1(0). .... ми) 6 Л. (2, р) П 042) существуют. Существование 
А) (Е = п, .... 0) одоказывается по индукспи с пспользованпем оорати- 


мости 5, в окрестности нуля на АГ.. (Эта ойратимость слелует пг (1.2).). 
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Оценка (6), при малом = (и, следовательно, малом || 1 _(и(0}) }} обеспечивает 
малость ВА) 1 (Е = а, ...; 0. 
з (6) для целых Е и вз оценки || 55и — 5 |< С, |у — о НЄ 

ЕГО, Ч вытекает (6) для всех #Є №. п - 11 (< другой консТантой С). Лемма 2 
доказана. 

Доказательство теоремы 1. Так как и() 2 при Ё 
— +05, то и(/) находится в О,(:) Ў р> Г., где г — малое число. Возьмем 
последовательность точек и == П.и(Г,-- п) +2. (ПТ. п) ЕА, (2, р). 
Воспользовавшись леммой 2, где и(ї) заменено на (Г, + #), мы получаем, 
что найдется последовательность траекторий р, ({), #610, п], р,(п) = 0", 
удовлетворяющих оценке 


(13) Ни (75-0) — г» (1) |< Ср ПУ. (м (7) | 610, п]. 


В частности, (1 (0) < СЕ (и(7,)) 1 Уп. Поэтому для последователь- 
востп {Н.г,(0)}, лежащей в ковечномервом подпространстве Р., можно 
выбрать подпоследовательность целых чисел Ё и векторов р: (0), причем 
0.,.(0) сходятся К Г. „(0) в Е... Положим ро = гу х 2.(с: к). Так как 
&+ непрерывна, то га == г.(0) ~ 8+(#-ь(0)) — += т &+(04 =) == ро при 
К —- 4-оо. Так как 5,и непрерывны по и равномерно по Ё Є [0. 7! (это сле- 
дует из п. 1) определения {1.4 и пз (1.6)), то 5,0. —> 52» равномерно на [0, Г]. 
Переходя к пределу по п + оо в (13). получаем оцеяку 


НиТ + 0) — 5:0 < Ср НИТЬ) ||. 


Положив ЩТ, + 4) = 5,0, выводам отсюда (1). 

Првведем теперь достаточные условпя того, что траектория и(і) полу- 
труппы {5;} имеет пределом стаппонаряую точку 2 (это наиболее ограничи- 
тельное условие теоремы 1). 

- Напомвим следующие определения. 

Определение 1. Множество В, с: Ё называется (Ё, Е)-притяги- 
вающим множеством для {5 1}, если для любого = >> 0 и для любого ограни- 
ченвого в Ё множества В найдется такое Гу >> 0, что 5,8 с О(В,) У >> Г, 
где О.(В.} — =-окрестность В, Множество В. Е-поглошающее, если для 
любого ограниченного в Ё множества В найдется такое Г, >> 0. что 5Вс 
с В, > Г. 

Теорема 2. Пусть {5,} имеет компактное Е-поглощающее множе- 
ство В, и для {5 } существует функция Ляпунова Ф, непрерывная в окрест- 
ности ‘В, Пусть множество Ў стационарных точек {5,} конечно. Гогда 
У ЕЁ 3: Є # такое. что би, — 2 при Ё о. 

Доказательство дано в [1] я [17]. 

Замечание 2. В случае. когла выполнены все предполо;кения тео- 
ремы 2, кроме конечности множества 9, удается доказать, что 3}, < # 
такое. что 411 (5,0. ®,) —~ 0 пра і -+ 20, причем Ф постоянна ва $, 
(см. [1], 114]). Вопрос о существовании точки 26%, к которой стремится 
и(ё) = 5ио при? — — оо, в этом случае гораздо сложнее. В работах [40], [52] 
этот вопрос изучен для параболического уравненпя с одной пространствен- 
ной переменной. Ниже мы дадим достаточный признак существования пре- 
дела и{(!) —- 2.26 К. который гременим в более общей ситуации в том елу- 
чае, когда ў — бесконечное множество. 

Пусть Р: Е * Я — дафференцируемый функционал. Ес Н. где Ё — 
бавахово пространство. Н — гильбертово пространство. Пусть Р’(и) — ва- 
рвацпонная производная функипонала Ё, т. е. 


аР(и(1)) а = (Е'(и(2)), и (Пн 
для любой лифференипруемой пе ЕЕ Я со значениями в Е функции и(ё). 
Рассмотрим уравнение 


(14) Ф.и = — Ри). 


108 А. В. БАБИН, М. М ВТГЛИК 


Предположим, что это уравнение поро,кдаег голугруцну {5;} в Ё. причем 
и(#) = $;и, дифференцируемо в Е по? при # > 0. 

Теорема 3. Пусть и(2), ? >> 0.— решение уравнения (14) и пусть 
4151 (5. 9) —0 при Е— ое, гбг 9, — некоторое подмножество мно- 
жества стационарных точек Ў = {и Є Е: Е (и) = 0}. и притом такое, что 
(2) = Е, ЄЎ, Ғ,Е А. Пусть в некоторой окрестности О.(%,) = 0, 
множества ў, в Е выполнено неравенство 


(15) ГЕ (и) ЕСЕ (и) н. 0<1, үиС0,. 


Тогда 32 Є , такая, что Ч( 28 Н при ? — —- со. 

Доказательство. Положим (2) = | Е 56, ЄХ и для крат- 
кости будем считать Ё, = 0. Рассмотрим функцию Ҹ(А(и(#))). Так как 
Е(и(#)) строго убывает по Г, то У(Р(и(2))) — 0 при ё — -- <, строго убывая 
по ії. Функция (РА(и(1))) дифференцируема по ѓ. Ее пропзводная равна 


ӘгУ(Е(и(2))) = ОР (ЕЧШ)Е (и). дш) = — (Е (Ш) (и), Е(и))ы. 


При і > Ги Є О,. Интеграруя по ѓ от Г до +-оо, получаем: 
{ЧЕ (Ш) (Р (и), Е' (и) @ = Р (и (Т). 
Т 


Поэтому, так как Ҹ(2) = ЕЁ, 0 < 0 < 1. 
(16) Ри) ОНР” (и) ПЕ СС. 
т- 
Из (14). (15) и (16) выводим: 


(17) \ Паша = И (м) Па 0 С5 "С, 
га Т 


Отсюда следует, что и(#) имеет предел (в Н) при # ~» -- оо, 

Приведем простой пример, для которого выполняется условыз (415). 
Пусть % ‚ является полмногообразпем Ё класса С! размерности №. Обозначим 
через Ё (2) полпространство в Ё, касательное в точке 2 к %„ а через 
Е (2) — ортогональное в Н дополнение к Е^(:) в Е. Пусть оператор Ё”, 
Е": Е» Н, непрерывно дифференцируем в окрестности 9, и сужение его . 
дифференциала Ё”{2) в точке 2 на Е-“(:) обратимо, причем 


(18) СЕ" (2) 1-х) ЕС Поа УСЄЕТА (3), Уз. 


Тогда неравенство (15) выполнено с @ = 1 2. Действительно. если г Є Е (3), 
2Є 9 ,, то, учитывая, что Ё з, = 0, Е, = 0, заключаем: 


о : 
Е” (2-4-0) = \ Е" (2-- 05) 09 = Е" (2) 2-5 \ 1Е" (2-00) — Е" (2)} о 40. 
$ 0 


В силу (18). используя малость Ё (2 + Өг) — Е) при малых {| г [[, полу- 
В силу (18) у (2 + 01) — Е (2) при малых || г | у 


(19) ШРС: о Пе еее: ПЕЕ, С:2> 0. 
С другой стороны, так как Ё = 0 на Ҹ,. то 
і 


і 8 
Ри) = | Рав, дн 09 = | < 2* (2-00) 220, г), 49. 
А) 0 0 
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Поэтому 
(20) Е (2-0) С ЕНЕ ОНЕ С. ЕНЕ. 


Из (20) и (19), учитывая, что Ё, = 0, выводим (15) с 6 = 1 2 для любого 
и == 2 —— гиз малой окрестности %,. 
Нам кажется правдоподобным, что оценка (15) верна для произвольной 
аналитической функции 2: А" ~ с некоторым Ө < 1 (зависящим от Ё). 
Пример і. Пусть Ё: А” + А — функция класса 0%, Р(и) — --оо 
при | и | — +оо и пусть множество решений уравнения Ё'(2) = 0 (ЁР’(2) = 
= УЕ) состоит из изолированных точек и изолированных компактных под- 
многообразий $, с Я" размерности п;. Если выполнено условпе (18), то 
любое решение и(?) спстемы (14) при ё — -- оо стремится к тоѕке 2, — решению 
уравнения Р”(2,) = 0. Отметим, что условие (18) выполнено, если ядро опе- 
ратора #“(2) п;-мерно М Е Ж,. (См. также [50]. [40].) 


$ 3. Примеры полугрупи со спектральной асоматотакой 
в окрестности стационарной точки 


В этом параграфе рассматриваются дифференциальные уравнения вида 
(1) ди = —Аи, 


где А — дифференциальный оператор є частзыми просзводными, к) пра 
каждом # > 0 принадлежит банахову пространству функций пространствен- 
ных переменных, удовлетворяющих некоторому граничному условию. (В при- 
мерах соответствующие пространства и граничные условия будут явно ука- 
заны.) Мы здесь берем такие решения и(#), что и(#) при ѓ — оо стремятся 
к стацпонарному решению 2, | ий — 2 |. —0 при #- +. Так как 
ЕЕ — стационарное решение, то А: = 
При весьма общих предпа тожениях для таких решений «(7) уравнония (1) 
существует спектральная асимптотика, описанная в теореме 2. Е Использо- 
` ванне теоремы 2.1 в указанных ниже примерах основано на том. что в малой 
окрестности точки 2 мы рассматриваем вместо уравнения {{) близкое к ли- 
нейному уравнение `^ 


(2) ди — 2) = РА - а Аи — АРЕН) —– 
А — А2)(и — 2), 


где (2) 2> 0 — гладкая функция, (2) = 0 при |[>, $(&) = 1 при 
ЕТ 1. 2 6 достаточно мало. Предполагается. что |! и № — класса С1*8, 
В > 0, по и вне нуля. Очевидно, что в 6-окрестностп точки 2 уравненяе (2) 
эквивалентно (1). Вместе с тем уравнение вида (9) во всех приведенных ниже 
примерах порождает полугруппу {5} операторов, 51 и(0) = ы(1), определен- 
ную на всем пространстве Ё (исходное уравнение (1) могло не порождать 
полугруппы, так как его решения могли не быть определены при больших # 
для произвольных начальных условий из Ё). Очевидно, что если (і) — 
решение (1) ии{#) — 2 при # — +00, то и(#) Є О, (2) при ё > т(б) = т. причем 
и(Ё} для таких і является решением (2), (ё) = 5:и(т) = 51 цы(®) ЧЕ т. 
Полугруппа, соответствующая (2). близка в рассмотренных виже примерах 
к линейной полугруппе, если 6 достаточно мало. 

Применяя теорему 2.1, мы установим существование спектральной асим- 
птотики и(#) для решения и(ї) прп # > Т. Эта аспмптотика лежит прп і > 7 
на конечномерном инварнантном мнотообразии /-(5, ©} полугруппы 65°. 
где р — регулярный спектральный радиус линейной полугруппы {5;(2)}. 
порожденной уравнением 
| (3) дг = —А’(РАс. 


=. 
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При этом выполнена оценка 


(4) риб) —20) <" М7. 

В рассмотрей ных ниже примерах р является регулярным спектральным 
радиусом 5, (5), если прямая {5: Ве & = шр} ве пересекается со спектром 
оператора —А (2), рассматриваемого в Е. В этих примерах можно указать. 
последовательность ру ~ 0 таких, что выполнено (4), причем дію М. (2, р;) — 
— | оо. 

Перейдем к конкретным примерам. Мы не будем в этих примерах про- 
водить проверку условий теоремы 2.1. Эта проверка делается так же, как 
в наших прежних работах [12], [14}, [11], (411. Например, дифференцируе- 
мость полугрупи, соответствующих указанвым ниже уравнениям, была уста- 
вовлена в [19], [47]. 

Пример 1. Система Навье — Стокса в Я", п == 2 или 
п = 3. Пусть О с 8" — ограниченная область с гладкой границей 09, 


У, = {26 (Со (©))": Чу = 0), Н, 0<5< 1, 


— замыкание У, в норме пространства Соболева (171(0))". Рассмотрим урав- 
вение, полученное проектированпем свстемы Навье — Стокеа на Н.: 


(5) - ди == УПАи 4- ПВ(и, и) — Пр 
где П — ортопроектор в (1.(0))" на Н.. \ — оператор Лавласа, 


2 и.0;0, ЇЄ(І,, (О))". 


—В(и, т) = 


(Свойства системы Навье — Стокса см., например, в [42], [43}. [44].) 
Обозначим: №, = (ПА) Н при $ >> 1. Пусть 2 — решение стационарного 
уравнения -. 

(6) УПА + П8(2, 2) = 


Тео рем а 1. Пусть п = 2, и(1) — решение уравнения (5) и и(ї) —-& 
в Е = Н, при 1 —- -- зо. Тогда для любого р, такого, что прямая Ве ё = 
= шо не пересекается со спектром оператора —А"(з), 


(7) —-А'(2)0 = ПАР 4 ПВ(ь, 2) + ПВ(2, о), 


на многоображи М,(2. р) имеется спектра льная асимптотика (2), удов- 
летворяющая оценке (4), где Е = Н,. 

Теорема 2. Пусть л = 3, и(ї) — решение уравнения (5), 2 > $ > 
>> 3/,, и) ЄН, УЕ > Тьмы ий > 2 е Н, при ї -+ 00, где 2 — решение (6). 
Если прямая Ве & = Шр не пересекается со спектром оператора (7), то 
на М. (2, р) имеется спектрсльная асимптотика (2), удоєелетворяющая 
оценке "(4). где Е = Н,. 

Отметим, что дифференцируемость по и полугруппы 59%и, порожденной 
медифнцировакным уравнением (2), доказывается на основе условия $ >> 3/.. 

Замечание 1. Если вязкость у в (5) достаточно большая, то любое 
решенпе и(Й. ограничевное в Н,. $ >> 3/,. стремится в Н,'к стаппонарпому 
решению. 

Замечание 2. В работах [23], 124] изучалась скорость приближе- 
ния и(!) к: прин { > --оо. В этих работах доказано. что если и(ї) лежит 
на устойчивых инварнантных многообразиях М _(2, р) конечной коразмер- 


ности (см. $ 1), то в качестве и(ї) в (4) можно взять 2. 
Пример 2. Састема реакции -диффузии. Пусть О с 
с: А" — огравиченная область. Рассмотрим систему 


(8) д:и = а Аи + Ки) — 8 (2) 
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А ди 
е граничными условоями Неймана Д = 0. Здесь и = (иі, ..., и"), 


] = (7, ..., 1"). Предполагается, что Й — класса С?, а матрица а симмет- 
ричва н положительна. На функцию ў накладывается условве 


(9) уи) — У) |< С + | и Руи — о, | 
где а > 0, рух 0, 1 (р + а) > (п — 2)/4. Предполагаем, что & Є (2.(9))". 
оложим 


Н, = (А +1) 2 (10) Е = Н. .- 


В [12], [14] приведены условия вида (9), при выполневпи которых (8) порож- 
дает полугруппу {5:} на всем Е, и изучены свойства полугруппы {5}. 
еорема 3. Пусть и() — решение уравнения (8) и и(1) + 2 в Е при 
& ~ оо, где  — стационарное решение (8). Пусть п р = Ве $ не пересе- 
Ивется со спектром оператора — А'(2), 


—А (2) = а Ар 4 Р (2) р, 


действующего в Е. Тогда существует спектральная асимптотика и(ї), лежа- 
щая на М+(2, о} и удовлетворяющая оценке (4). 

Утверждение теоремы 3 дословно повторяется в случае задачи Дирихле: 
у [о = 0 для (8). - - 
` Пример 3. Жвазилинейное параболическое 
уравненпе второго порядка 

(1С) 9:4 == аи (1, и, Уи) д.0 и - 5, (т, и, Уи), и во = 0. 


1, 


Предполагается, зто 
| Зент, 2 ро | ЕВ, Но >> 0, 


ац, Бо — класса СЗ по всем переменным. Если и(ї) — решение уравнения (10), 
стремящееся в И%(О), р > п, к стацпонарному решению 2, то существует р, 
сколь угодно близкое к нулю и такое, что на А: .(2, р) имеется асимптотика 


и(:), удовлетворяющая (4), где норма берется в И3(9). 


$ 4. Спектральная асимптотика на пперциальном многообразии 


В $1 была сформулирована теорема о существовании конечномерного 
инварнантного многообразия М. (2, р), являющегося в малой окрестности 2 
графиком функцни, определенной на касательном к М. (2, р) в точке 2 под- 
пространстве 2.(2, 0) со значениями в дополнительном подпространстве 
Е (2, р). В ряде случаев удается построить такпе многообразия М. глобаль- 
но, причем ЛМ. является графиком функции, заданной на конечномерном 
подпространстве Е;, Е. с Ё. и принимает значения в дополнительном 
подпространстве Ё., Ё. = Е_ = Е. При этом №. обладает свойством инва- 
риантности относительно 5:. Такие многообразия называются инерциаль- 
ными. В работах [28] — 135] были построены ннерциальные многообразия 
для ряда уравнений и доказано, что эти многообразия обладают свойством 
экспоненциального притяжения траекторий {5}, т. е. с экспоненциальной 
скоростью 41«1(< 0. М.) ~ 0 при 7 — -- оо. Здесь мы покажем, следуя [41], 
что имеет место не просто притяжение и(ѓ) = ик М.,а, более того, на 


М. пмеется асимптотнка џи(ѓ) = 5,и(0), экспоненциально приближающая 
и(ѓ) при Ё— оо, Таким образом. прв наличии пнерцпального многообразия 
множество предельных режимов бесконечномерной динамической системы. 
порождаюшей {5,}. в точности описывается при #-> --со конечномерной 


динамической системой лля и(1) на конечномерном многообразии Л{.. 
Пусть Я — гильбертово пространство, С — самосопряженный положи- 
тельный оператор в Н с плотной областью определения 2(1) и с собствен- 


А. В. БАБИН, М П РЕШИК 


(1) 0О<м<1.56...<Ау&..., 


тде Ау — + се при А -— -- оо. Обозначим Р(Г) через Н. и 0{Г*/?). 563. 
ч:рез И,. Норма в Н, определяется, как обычно, формулой || и ||, = 


= |} Ги || 
Н: А 2 2 
Пусть Ё = Ё — подпростравство с базисом пз собственных векторов 
е;..... @х оператора Ё, соответствующих собственным значениям А. ... 
, Ах, а Ё. — ортогональное дополнение к Ё, в Н. Через П, и П. обо- 


значим соответственно ортопроекторы на Е, п Ё. 
Рассмотрим уравнение 


(2) дш = — 1и т Оди), 


где О: Н — Н — нелинейный оператор. 

Приведем некоторые результаты работы [29] о существовании инерциаль- 
ного многообразия уравнения (2). 

В [29] предполагается. что оператор О, удовлетворяет глобальному усло- 
вию Ляошица 


{3) || О (и) — @ь (2) нЕ [ии Ув ЕН 
п финитен, т. е. 
(4) О.и) = 0 при [и [во > 2. 


В пространстве Я уравнение (2) порождает полугруппу {5,}. $; Н — Н. 
Инерциальное многообразие А/_ для {5,} является графиком лпяшицевой 
функции с: Е. > Ё 


(5) М. = МЕН: Пи = &(Пзи)}- 7 


Теорема 4. Пусть 0 <9 <. Найдутся такие константы Ку, 
К.. №. что при 


(6) №» №. А >И Ау ~ Ау 
существует такая функция Е: ЕЁ. — Е_, что 

(7) а (м)— = (2) 1ана гы Ҹи, сЕЕ,, 

(5) {Е (и) 1<С ҸиЄЕ,. 

{3) # (и) =09 ҸисЕ, |и|| Аа. 


Множество М+, определяемое (5). инвариантно: 5М. с М- > 0. 
и для любого и, Е Н найдется С такое, что 4155 и, М. < Се-Ү с некото- 
рым ү > 0. 

Доказательство см. в [29]. 

В работах [29] и [31] доказаны теоремы о существовании пнерциальных 
многообразий и при менее ограничительных, чем (3), условиях на (,. 

Замечание 1. Как указано в [29], действие $, на 17, опясывается 
обыкновенным уравнением на Ё.. получающимся из (2) с помощью проекти- 
рования на Ё; с учетом (5): 


ди. = —Ри+ + П.-Оки. - (и). и, ЄЕ.. 


Это уравневие имеет глобально липшицеву по и; правую часть. Поэтому его 
решения определены при всех { Є 3 для любого начального условия и у (0) = 
= и+о. Следовательно, 5„М. = М.У у> 0. 

Пусть полугруппа {5,} действует в пространстве Ё = Н, = ІН при 
некотором $. Ниже приведена теорема о том, что траектории и(8} = 5и, 


полугруппы {5;} имеют асимитотику и(ѓ), лежащую на внерциальном мно- 
гообразни М, существование которого предполагается. В отличие от тео- 
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рем -.: ма здыь пе предполагаем, чтс И Ериё-- — < стреилоя к т- 
циоварной точке 2. 


Теорема 2. Пусть для полугруппы 5: Е Е и функции в в (5) вы- 
полнлются следующие условия: 


1, Оператор У (и) = Ни — (П. (и)), где П. и П: — те же, что в (5), 
Удовлетворяет неравенству 


(10) ПУ. (що) Пе «Су [У (ио) Пе 220. 


где ү > 0 не зависит от иу. а константа Со зависит только от Ци, ПЕ. 
2) Оператор 5 , отображает М . на М., где М +. определено посредетвом 


= 


(5). 
3) Если иё) = 5ш, — траектория {5}, то П.и() дифференцируемы 


по ё при # > 0, и если и (р) = 901. из (В = Зо, То при всех і > 0 справед- 
ливы оценки 


(11) а. П, (и, (2) — и, (2) ИЕ 
> — ВП, (и, (6 —и, (5) 5 — ВЫ НП (м (0) и, (09) 1. 
(19) ни. — о) | < С |, 0) — и) е. 


4) Функция р, определяющая М. по формуле (5). удовлетворяет. условию 
Липшица 


(13) 12 (и) — 2 (0) аи Уи, СЕ. 


причем для константы 4 из (13) и констант В, Ва, $ из (11), (10) выполняется 
нерзвенство 


(13) 27 > В, + 2428. 


Тогда Чье, ЕЁ для траектории 8 (100 = и(ё) найдется РА Є +, и траек- 
‚тория и(&) = би, Є М, Ҹ > 0 такая, что 


(14) Ни (2) —# (< Се-" М>0, 
. где С’ зависит только от || и, ПЕ. т. е. и(:) является лежащей на М. конеч- 
‚ номерной асимптотикой для (Ф) (1411). 

Доказательств о. Построим последовательность функций и.(), 
которые в пределе при А — со дадут (0). Положим при КЕМ иь(®) = 
"== Ц, = + &(Ичьы( Е). Очевидно, ик (Е) ЄМ}, Пи, (®) = П +и(). Положим 


#,(0) = 5 и (®), и» (0) ЕМ.. В силу условия 2) такое их (0), хотя бы одно, 
существует. Положим - 

(15) п, (9) = За (0). 
Докажем, что 

(16) П, (и (9—1 (0) 1 бе-" 200, А). 


Воспользуемся (11), где ш, — и, = и(Ё) — и (8) = (1. Заметим, что 
ик (2) ЕМ., Пи, (зае и (4). В силу ‘определения Ү-. ПШы( = 
= е0) + 000); помому П.) |= И) — #40) |= 
= ПУ. (009) + (1.40) — 5 (1-иь()) ПУ) |+ 1 #40) — 
(Паш, (д) |. 

Воспользовавшись (10) и (7), имеем 

(7) Ип |< Сое Ри) + а п а) Н. 

8 ум, т. 43, вып. 5 
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--- 


Из этого непяпенства м п? {14} елезтот` 
(18) АП (0) Не - по Се Риш 
| ААТ, 
Сделав замену переменной Ё = А — ї, выводим отсюда: 
(19) |] Пи —– 5) < < (В + 2642) | Пи —– 8) 1р 
+ Сем || У (и) |. 
Интегрируя это дифференциальное неравенство н пользуясь тем, что пра 
ЕЁ=0 П,ш(к — &) = 0, получаем прпоҳ < 
(20) ШП (р = Ни (6-р) 
«Се (2 — В, — ЗВ (ша 1 (028 — овен) < Суе- А-В  Суе- 2н, 


Оценим теперь || П.м (г) ||. Из (17), используя (20), заключаем: 


(21) НП. о (9 |< Сием ПУ. (и) + ас е-т = Сце, 
Из (20) = (21) получаем (14) при ОЗ А: 
(22) Ны (9—0, (01-й УЕ, Е). 


В силу (20) при ѓ = 0 
Ша (0) С, 5 1 Пи 1С. 


Так как Е. конечномерно, то из последовательности {П, и» (0) можно вы- 
брать сходящуюся подпоследовательность, которую обозначим {Пи 2), 
Пи, 3% и». Положим из» == #(и%), (0) == иь + их. Так.как Пи (0) < — их, 
то 

П-и 0) = # Пи О)) — их = 8 (иж). 


Следовательно, и; (0) — и(0) в Е. Из (12) вытекает, что для и(:) = 5 (0) 
справедлива оденка - 


(23) Иа (1) — м; (2) |< [м (0) — 03 (0) |. 


Воспользовавшись (23) и переходя к пределу при # = ј > оо в (22), при 
любом Ё Є 10, ГІ и пра фикспрованвом Г получаем, что (14) выполнено при 


1610, У] УТ, и теорема доказана. 

В теореме 1 указаны условия, при которых полугруппа {5:}, порождае- 
мая уравнением вида (2), обладает иверцпальным многообразием М ,. Теперь 
вриведем достаточные условия того, что для {5,} выполнены остальные усло- 


впя теоремы 2. 
Мы будем предполагать, что оператор 0, в (2) имеет вил 


(24) Оф) = 1-80), 0<0<1, 
где оператор О удовлетворяет оценке 

(25) 1 941) — Ош.) № < С Ни — из а. 
Здесь 1 — некоторое фиксированное число, ||. ||, — норма в ЯН, = Р-Н, 
оператор Ё — такой же, как в (2). В силу (24) уравненве (2) принимает вид 

(26) ди = Ги + І0и. - 
Обозначим через {91} полугруппу, порождаемую (26) в Н.-.. 

Лемма 1. Найдется такая константа С, что оператор Ву, определяе- 


мый формулой 
Во == 500 — ее и, 


== 


2 
-. 
> 
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удовлеивирьый оценке 

(27) Вии Ви ан С ии ион = У, 0. 

Лемма 1 доказывается непосредственной оценкой сверху левой засти (27) 
(см. [41]). Используя (27) и соображения, применевные в [41] в $ 4 для оценки 
НУ_(5:ы) |, устававлпваем следующую земму. 

Лемма 2. Пусть Е = Н-+1, Ан, 2 1 и выполнено условие (13). Тогда 


‚ справедливо неравенство (40), где 


(28) т САжуе (1—9), 
константа С, — та же, что в (27), 10е = 1. 

Теорема 3. Пусть А+, > 1, многообразие М. определяется (5), 
причем 5'М. = М, М> 0 и выполнено условие (13), где Е = Н: +1. Пусть 


(29) Акча Ам > КА, 


где К = Се + 9) +С.У1 + 29. Тогда для полугруппы {5,}, порождаемой 
уравнением (26) в Е = Н,,,, выполнены условия і) — 4) теоремы 2 и спра- 
ведливо утверждение этой теоремы. 

Доказательства теоремы 3 и лемм 1, 2 имеются в [41]. 

Првмеры уравнений с частными производными, у которых имеется инер- 
цпальное многообразие № + и асимптотика ва этом многообразии, приведены 
в конце параграфа. Отметим, что теоремы 1 и З прамевимы к этим уравнениям 
после вх модификации в окрестности бесконечности, аналогичной той, кото- 
рая проводится по формуле (3.2), только теверь число 6 в (3.2) велико. а опе- 
ратор А'(2) заменен ва оператор С. Чтобы поведение траектории 5:из исход- 
ного уравнения при # —> -|-со описывалось траекторнями 5%, модифицаро- 
вавного уравнения, мы предполагаем, что {5:;} обладает ограниченным 
(Е, Е)-притягивающим множеством Ву. 

Теорема 4. Лусть полугруппа {5} совпадает с полугруппой {5%} 


„в шаре О, = {и ЕЕ: | и |< 0}, содержащем окрестность притягивающего 


множества В, т. е. 5и == 5и, если би ЕО, Ут Е, В. Пусть для 53 
выполнено утверждение теоремы 2. Тогда дая любого ограниченного множества 
В < Е найдутся такие числа Т, = ТОВ) и С, = С,(В), что справедливы 
следующие утверждения: для любой траектории и(?) = би. полугруппы {5,} 
найдется такая траектория и(#), і > Т,, полугруппы {51 \, лежащая на инер- 


циальном многообразии М + полугруппы {51}, что и(0) Е. ПО, У >> Ги 


(30) Ни (и) Еее" УТЬ 
где у — то же, что в (44). 

Доказательство. При Ё >> Т, 5, лежит в ғ-окрестности В, 
н совпадает там с траекторней и. (Г) полугруппы {51}. Для этой траектории 


и1(#) существует асимптотика (1), + > Гь, ка М.. В силу (14) при і > Т,, 


где Г, достаточно велико, и(#) близко от и(г) и лежит в 2=-окрестности Ву 
и, следовательно, в О, 
Приведем примеры уравнений, к которым примекамы теоремы 3 и 4. 
Отметим, что доказательства сформулированных ниже теорем более подробно 
даны в 144). 
Пример 1. Одномерное уравнение реакцини-даф - 


фуз ии. Рассмотрим систему (3.8) в случае одной пространственной пере- 
меввой, т. е. л = 4, О = }0, Ы с 8: 


(8) ди = он — (и) 8,09), дни |00, 


где ш == (иі, ..., и"), а а — положительная симметричная‘ матрица, 2, Є 
Е (1.(9))". Предполагается, что } Є С"(3*} п выполнено условие 


(32) 1(иуир»С}и|" С, >. 


41% > ~ т +..9 4 .- хе ще, 


Уравнение (31) порождает полугруппу {5,} в гильбертовом простран- 
стзе (У 0))", которое мы обозначим через Н. Эта полугруппа имеет погло- 
щающее множество, ограниченное в (УСО. и, сотласно теореме Соболеза. 
в (С(9))'*. Поэтому решеная и(ѓ) уравнения (31) при больших & ограничены 
по модулю константой Ё. Следовательно. при изучении решений (31) при 
больших і можно изменить ў (и) при [и [ > 2А так, что Ки) = и при {и | > 
> ЗЕ, и Ки) пмеет ограниченные первые п вторые производные при всех 
и Є А". Мы предполагаем, что это уже сделано. Тогда оператор О(и) = 
= —/(и) + и + Е, удовлетворяет глобальным условиям Липшица (в Н = 
= 1-1 ((Г..(0))"). Ги = ай: — и), т. е. выполнены условзя (3) н (25), 
где і == —2. В одномерном случае собственные числа А; оператора — аАи -- 
-- и растут как М? и между этими чвслами имеются большне промежутки. 
Поэтому при больших У выполнены условия (6) н (29) и применима теоре- 
ма 1, из которой следует, что существует инерцпальное многообразие М. 
(см. [29]. біт М. = У. Из теорем З п 4 вытекает следующая теорема: 

Теорема 5. Пусть № достаточно велико. Тогда для любого решения 


#({) уравнения (31) существует Т, > 0 и асимптотика (2. лежащая при 
$ > Г, на М, (Б, біп М. = №, такая. что 


ны (и (0 а Се-у М>, 


где С зависит от || и(0) |1. 

Замечание 2. Вопрос существования инерциальных многообразай 
у систем реакции-диффузии вп параболических уравнений {п == 1) изучался 
также в работах [32], [33]. 

Пример 2. Система реакцин-диффузии с боль - 
шой диффузней. Рассмотрим в области О с: А" систему - 


{33) дри = уаАи + } (и, Уи), 25 в = 0. 


Здесь и = (и! ..., и"), а — симметрическая положительная матричо, 
а функция } удовлетворяет глобальному условию Липщица 


(34) и, 8) — Кг. п) 15 Сх 1108). 


Уравнение (33) порождает в пространстве Н, = (—А -- Гуч)", где 
4< 85% 2. полугруппу {< ,}. Линейное т-мерное пространство М, функций 


(их, ..., ц"), не зависящих от т, очевидно, инвариантно относительно {5 ,}. 
Действие {5,} на М + порождается системой обыкновенных уравнений 


(35) ди = Ки, 0), вЕМ.. 


Теорема 6. Пусть 5ЕИ, 2{. Тогда найдутся такие числа уь. фо, 
зависящие только от а, и, ©. $, что если у > хо, то для любого решения и(ї) 


системы (33) существует такое решение (2) системы (35), что Чё > 0 


(36) Ци(0 —и (0 ь<Се-" 220. 


Доказательство теоремы 6 основано на теореме 3, в которой Ө == 2 — $, 
Ти = — хади + и, № = т. Первые т собственных значений оператора Г, 
соответствующих константам, равны 1, а Ау; = ун, + 1, где р, — первое 
ненулевое собственное значение оператора — аА. Поэтому при больших + 
условие (29) выполнено. и из теоремы 3 получаем — утверждение теоремы 6. 

Замечание 3. В работах [36] и [38] доказано существование для 
решения и{!) уравнения (33) такой функции и(В. не зависящей от х, что 
и(#) является решением уравнения вада ди = Ки, 0) + В(0), где А() — 
функция, убывающая как Се`°!, о >> 0, п зависящая от и({). 

Замечание 4. В работе {36] доказано. что если существует аттрак- 
тор (6) сголемы (35) в области бя 27° = М. то (6, при больших > 
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является аттрактором енстемы (33) в некоторой области б’= 0% (6\СН,, 
если Я, < (С{0)\". Используя такие же соображения, как в теореме 4, 
можно показать. что в этой сптуации решения (33) и!) = ни. в 56’, 


имеют асимптотику и(2). Е > Т,. лежащую на М. и являющуюся рещением 
уравнения (35). 

Пример 3. Уравнение К урамото — Спивашин - 
ского. Рассмотрим перподическпе с пернодом { решения уравнения 


(37) ди + дўи ~ дли 4- иди =0, 


удовлетворяющие условию нечетности: и(т, й = ш х. Й ЕВ 

{ > 0. В работах [30] и [311 доказано существование инерциального многооб- 
разпя М, у этого уравнения. Воспользовавшись теоремами 4 и 5. получаем, 
что если біп М. достаточно велика, то для любого решения и(ѓ) этого урав- 


нения найдется решение и(ѓ). лежащее при {> Т, на М, и Удов летворяющее 
оценке (30), где норма совпадает с нормой пространства Ў; (10, д). 
Замечание 5. В работах [34] и [35] изучается ‘вопрос существо- 
вания пнерциальных многообразий у гиперболических уравнений с дясси- 
пацией. Там указаны условия существования п весуществования таких мно- 
гообразий. 


$ 5. Равномерная спектральная аспмототика траекторий полугрупп 


В этом параграфе рассматриваются полутруппы {5,}, 60: Ё — Е. обла- 
дающие функцией Ляпунова и конечным числом стационарных точек, неко- 
торые из Которых могут быть неустойчивыми. В.$ 2 доказано, что любая 
траектория такой полугруппы стремится к одной из стационарных точек 
’ и обладает спектральной асимптотикой. Здесь мы исследуем вопрос о рав- 
номерной по начальным ланвым спектральной асимитотике, т. е. рассмат- 
риваются траектории и{!) == иу, где и, принадлежит некоторому ограни- 
ченному множеству В. Равномериая асимототяка траектории и({) может 
отличаться от падивпдүзльной. рассмотренной + $ 2. из-за того, что траек- 
тория и(2). стремящаяся к точке 2° Є ў при ё + --со, может находиться ко- 
незное. но не ограниченное сверху припи, Е В время в окрестностях неустой- 
чпвых точек 21 55 2". Поэтому для равномерной аппроксимации и(ё) прихо- 
дптся вепользовать траектории, лежащие не только на ЛГ, (2", ри}, во и на 
конечномерных многообразиях Л (2, р;), і з тю. В связи с этим констрӯуи- 


руемая аппроксимирующая кривая ы({) содержит разрывы (точки разрыва 
этих траекторий лежат в окрестностях неустойчивых стационарных точек). 
Очевидно, вследствие конечномерности М. (2, р:) п конечности числа 


точек 1' всевозможные траекторий и(#) образуют конечнопараметраческое 
семейство. 

Основные результаты, излагаемые ниже, сформулированы в [47]. Приве- 
дем некоторые определения, необходимые для дальнейшего. 

Определение 1. Пусть ОЗ) — &окрестность множества 3} 
стационарных точек н пусть множество В < Е. Число Т° называется време- 
кем попадания (для {5,}) из В в О (9), если Чи, Е В 3С (0, Т] такое. что 
5.6 О.(%). 

Определение 2. Конечномерной составной траекторией (5. с. т.) 


вазывается функция (0), (8) ЕЕ, О << + оо, обладающая следующими 


свойствами: существует т(т = т(и) < №, № — число всех стационарных 

а к зто — $ — И 
точек) значений { = б... О=В<За<... За =-о, 
таких, что для Ё Е [#, (6..1 


0) = 5, вы: с 0), иит 0) С Мг, р.) а= М +5). 
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Іде 26 = 2р). При 1614, й.:[ соответствующий кусок кривой и(?) лежит и 
№М*(2)). так как (+: +- ФЕЛА (21) < М") == Л. 

Так как Л? (27) конечномерно размерности л; = {18 2, то ва М2 
имеется п-параметрическое семейство траекторий {5:}. Отсюда следует, чт 
к. с. т. и) образуют конечвопараметрическое семейство траекторий. к 

. етим, что в случае общего положения функция Ляпунова обладан 
слелуюнтм свойством: _ 

(а) Ф(2) == Ф) при Е (=... А). 


Предполагается, что для и, (і), и.({)., лежащих при К ЗЕ Ь в ша 
Ва = {и ЕЕ: Пи || <Я}, где А достаточно большое, существует такое 
= а(А), что 
(2) о, (6) — (0) бе [и (20) и, (1) 1 КВ. 


Согласно (4.16), если и(т) = био Е 0.2) == 0(5;), ат ЕШР, 
пелое число, то 


(3) ПР) ет У (и (6). р 8. 
где 6 мало, ||. || = Н - № — ворма в (1.3), эквивалентная норме в Е. (Заме 
тим, что зорма || · || в (3) завпспт от 7. 1) 

Предположим. что гели и,(7) = био, и.) = 5 о лежат в О(2;) пр 
1 < [= Р. "0 прп таких # 

о омади, (Се 9 ри, (а) и, (6) 1. 


где С в аз не зависят от иль, изе. При некоторых дополнительных предположе 
ниях в качестве д; 110:5но взять 1н ра 4 6, где р+ — радиус круга, содер- 
жащего спектр о($: (2), ё > 0, ё мало, если окрестность О(2)) точки 23 до- 
статочно мала. 

Теорема 1. Пусть полугруппа {5,} удослетворяет следующим усло- 
виям. 

1) Помугруппа 153) удовлетворяет условиям (2), (4). . 

2} ЗГножество № стаци мнарных точек {5,1 конечно, и в каждой тоҷке 
2) Є № линейная полугруппа {5:(2)) почти устойчива. 
5) 2 Гучествует непрерывная ка Е функция „Тяпунова для {51}. 

4) <. непрерывна па @, и ЕЯ, ХЕ. 

5) 144 сюбого є >> 0 и любого ограниченного множества В сг Е время 
попабсһ.я из хножесива В: = \) 5,В в є-окрестность множества % конечно. 


1220 
6) Полугруппа (52) близка к линейной в окрестности любой точки 5; Е %. 
Пусть в] =1,..., №} — регулярные спектральные радиусы операто- 
ров (23). р; > р» (см. опрелелевве 1.4) и пусть В — ограниченное множе- 
сео. Т:251 бля кож?сй треектории и(В = и. #20. и, Є В, найдутся 
такие малые непересекающиеся окрестности 


о.е) = 0,023), 2: =, } = Ц) (== 4, 0... т), 
через которые последовательно проходит траектория и(ё) (ў = }{1) может за- 
сет ик Кри ь Г в наномноя такая к.с. т. (0, что | 
(5) пир, РА, 05 т, 5=0, 
НЕ р =, 000, т), ба = +, 


т == ини) < №. Зоесь # — моменты времени. описанные 6 определении 2, а 
Асе о сгисвеблисы сорта, и зву еккьке стиль 


М 
ә. 


(9) ро ра До) =... т), 
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причем ў? можно взять произвольным; С, = С(В, 10); в (5') уў == үк @ = 
= ах!) — такие же, как в (3) и (4). 

Прежде чем доказывать теорему 1, сформулируем две леммы (см. [41]). 
Всюду ниже предполагается, что выполнены условия теоремы 1. 

Лемма 1. Писть О = О, — є окрестность стационарной точки 2 
в норме | - {в (см. (1.3)). Тогда существует такое ё > 0, 6 == (к), что если 

и == бы Є Оох) и 5 и Е Оз); то весь кусок траекторци би, ОЕ 1, 
а тӘлсгигт скреготости О: {$ ПЗ тіс би. 

Лемма 2. У каждой точки 2; Є Ж найдется такая окрестность 
О,(2;), где = >0 достаточно мало, что бя любой траектории и(!) выполнены 
следующие требования: 1) О.(;) ПО.) = 0 при ізь ј. 2) Пусть Е = 
= іп {# и) 6О.(2)3, 1 = р и() Е 0.03), Т, = 6, 3]. Гогда Г, П 
ПТ» = @ при = Е. 3) ЗЕ, >0 такое, что Ф(и(5)) < Ф(2;) — Е, где 
Ф(и) — функция Ляпунова полугруппы {51}. 

Доказательство теоремы 1. Леммы 1, 2 п условие 5) тео- 
ремы 1 показывают, что полуось # >> 0 разбивается на непересекающиеся 
отрезки 1; (} = 1, ..., т), т №, а пятервалы, разделяющие эти отрезки. 
имеют длину не больше чем Г, для любой траектории и( = Зи, и, Є В. 


Поэтому построевне траектории и(ї) проведем по индукции, двигаясь по от- 
резкам Ї {ў == 1, ..., т) м разлеляющим их интервалам. Пусть О.(\), ... 
..., 0.0") — окрестности точек 231) == 21, ..., 2Кт) == 2%, ДКИЕ (1, ... 
.... №} которые последовательно пересекает траектория џи(?) = 5и. 


На интервале Г, == [0, 21] полагаем и(:) = 2. Предположим. что и(#) уже 
построено при < Ё— 1, 1% 05, где К — 1 >> 0, причем выполнено (5) 


У: < К — 1. Постронм и) при і = №, Ё< т — 1. Рассмотрим две кривые 
и() н ик (В. Положим 
и» (0) = 5,000), ЕЙ, 
-т. е. ик (#) есть продолжение траектории и(#) при & 51665. В качестве 
и1,(#) возьмем траекторию на М+ = М-(2^, о(®)) такую, что 
Пи» (5) = П, (8). 


Такая траектория анк (#) ЕМ. ПО с О, (2") при ЕЕ (15, Б] существует в 
свлу леммы 2.2. Положим 


и (0) =0,(0) при 26 [25-1, Ё], 
и (1) == ик (2) при {С (4, &1. 


Значение Д будет явно указано нпже. Заметим, что в сплу (4) 


(6) 


(7) Ша) п, (0) П Се ри г) д (А) СС дег" вет, 


В силу (2.6). где ? == 0 заменено на 2, а о! — на е-т, пмеем 


(8) Ни (д — мл (0 |< ет Г (и) из Се? 


Показатель в правой части (7) растет при росте ї, а в правой части {8) — 
убывает. Поэтому момент #, при котором правая часть (7) становится одного 
порядка с правой частью (8). определяем, прправнпвая показатели экспо- 
пейт в (7) и (8): 

та ; — — 
(3) И лан 0) = ү (2—00), 

.? м7 Р , Е .‹Ё ни 

я =. . та ае 


Белп В > В. то полггаем # = г. 


- е 
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Покажем. что при таком выборе ё траектоэпя (0), определенная в (6) 
удовлетворяет на (25. #]} оценке (5) с 7^, задаваемой формулой (5'). Согласк‹ 
{1} при 1 = Ё пмеем 

(10) ра (00) — ил (#9) ИСС 1 ехрЕ — ИЕ ате (аА рр 


== ССъ-ехр [ — т 07079 4 0 28) СС, ехр (— 119). 


При этом мы учли выражение (5') для 1“. 


Покажем теперь, что при указанном выборе ё 4(:), задавазмая (5), 
удовлетворяет на (15, 11 оценке (5). 
Сначала покажем, что эта оценка выполняется при Ё 6 №. 61. точнее: 


1) 0600—0091 0 -в (0) СС, лехр(— т). 


Это неравенство справедливо при # = Ё в силу (10). При 5 < # < б. оче- 
вилно, показатель экспоненты в (1) 


теча ал — А) < — УМЕ -- К 2 а) = ё, 


так как левая часть растет по $, а правая убывает и при ѓ == & они совпадают. 
При В << Е имеет место неравенство (8). Докажем, что при ѓу» ё 
показатель 


(12) у (1—5) < р, 


где \^ задается (5'). Для этого достаточно, очевидно, установить, что выпод- 
нено неравенство 7х < (үх — 1%) & или, согласно выражению (9) для №. 


(уе — 1) БЫ Кай +) 4 роу, 
РР (ЮРА). 


Отсюда (Е — (2 у у“)) > д^. Но левая часть, в силу 
(5°), равна п’. Отсюда вытекает, что неравенство (12) справедливо. Из (8) и 
(12) следует (5) прп & </< #. - 

Далее, на пвтервале & 1 Ц, и(й из (6) продолжается как тразх- 
тория полугруппы {5}: 


(13) и (0 = 5,6008), БЫ. 


Так как время попадания траектории и() из О.(27“) в 0,(2**') ограничено 
по условию теоремы, то # +: — & < Т,. ивсилу (2) при Ь = & имеем 


(4) 0-50 Сехр (ай ))|и(й)-и (8) < 
«Сехра (2—1 )-С, ехр(— траў) ЗСьехр(—19), С, = Сбьехр (а 1) Г]. 


Отсюда следует (5) при ё <1< 4... Таким образом, проведена индукция 
от А — 1 до А, Ё < т. 
При А =т& == Ё = + со, траектория и(!). войдя в окрестность О,(2") 
В момент =, прп і > і больше из этой окрестности не выходит. причем 
и (В 7 поп? -- ос. Этотелга я одре: Но ра убраь 2 ў 2. мы вахонимен 
в условиях теоремы 2.1, гтде = ="; функция 77) = и: () при {> 0, 
ц) = 5, ш) при ғ, <1< (0. обладает требуемыми свойствами при 
в << а == +: = -- оо (см. оценку (2.1), где р = е-7). Здесь ѓһ 
определяется ло формуле (9) с А = т. Так как ий Є Од”) УЕ > в, то 
и(0) —> при Ё? + -- со и, следовательно, и(ѓ) Є М _(", 1). 


д.” ото тяати 4’ ** дата: г = 
ре с’ 4 +03 - а Ул. Ало а Ама 


о та 


Замечание 1. Как было показано выше. А =Е..... т) в оцен- 
ке (7) зависят от 7’, а", тў. Отметим. что 2% < аќ = І, ә 1), где а — 
То ске, что в 5. Бели воть т и = др, где 0 < а << а а,. ~ достаточна 


большое и 1° = Су. то, как видно из (5°), 9% = Су (Е =1..., т), причем 
оо, 950, А не зависят от А 

Замечание 2. Показатель п! в оценке (5), определяемый (5'), зави- 
сыт от того, в каком порядке траектория и(Ё) проходит окрестности точек 
80 = 21, == 1, ..., т). Заметим, однако, что поскольку функций (й) — 
конечное число. то, выбрав минимум по всем таким функциям, мы получим 
оценку вида (0.3). тде п уже не зазпсит от порядка прохождения окрестно- 
стей точек 2;. При нахождении мпнимума п‘ по функциям /({) достаточно рас- 
сматрпвать такпе зависимости /(!), которые согласуются с үсловпем 
Фі) < Фелд). Используя работу [45], для полугрупи, порожденных 
одномерными уравнениями реакцип-дпффузпи, можно установить дополни- 
тельные ограничения на фактически встречающиеся зависимости 7{1). 

Приведем примеры уравнений, для которых имеет место спектральная 
асимптотика. 

Пример 1. Рассмотрим систему типа резкцаи-диффузии с граяячвыми 
условпями Неймана: 


(15) д = Ли — Қх, и) == А(и), диду | = 0, 


где и = (иї, ..., и"), } = 4, .... Р"). Предполагается, что ў удовлетво- 
ряет условию Лившица н некоторым условиям роста впда 


(16) арабы |) (Е Е, 0... т), р, = тіп (4/п. 2 (п — 2). 
Рб, и) изв —С, рь>2, =60. - 


Аналогично [12]. 113], [14] устанавливается, что (45) порождает полугруппу 
{5} в пространстве Ё = Н!. Эта полугруппа — класса С1+2 по и (см. [12]. 

Определение 3. Полугруппа {5:}, 5" Е — Е, удовлетворяет. 
условию С, если она имеет конечное чпело стацпонарвых точек {д. ... 
...-, 2} = Ў, 26 Е, причем каждая 2; — гиперболическая точка. 

Условие С для задачи (15) яв ляется условчем общето поло:кепия, т. е. 
напрчмер, если Кг, и) = } =, м) -- 8(х). то малым шевелением функции 
#(=} можно добиться выполнения условия С (см. [14]. [17]. 

Полӯгруппа {5;:], соответствующая (15), в окрестности каждой точки 
2; продолжается до полугруппы {5%}, порожлаемой уравнением вида (3.2), 
где 2 = 7. 

Теорема 2. Пусть (г, и) = ,Е(=, и) р < — регулярные спек- 
тральные радиусы &.(2;) и пусть Ни. |< А. Гогда для любой траектории 


и) = 9 шо найдется к.с.т. ш < ОЛ). р) такая, что спрасвдлива оценка. 
(12) Ни (2) — м (6) |= < С(В)е-\, д0. 


Лри этом число \ может быть сделано сколь угодно большим за счет выбора. 
достаточно малых р}. 

Доказательство сводятся к проверке выполнения условий теоремы 1. 
Условия 1) — 4) и 6) этой теоремы легко проверяются при соответствующих 
ограничениях типа (16) на 7]. Остановимся вкратце на доказательстве п. 5} 
тепремы 1. т. е. локлзательетве  кочечности вуемени попадания из В. = 
== Ы, 5:8 в ©.) для любого ограниченного множества В. Из условия, {16 9. 


=. ја . 
Е й, Ме ее дея НЫ 


следует ‘отраниченность множества В, в Е и ‘равномерная ограниченность 
относительно и(0) Є 8, следующих величин: 


(18) пам раг С, Ни (2) Цео, +: во«С (0 (2) = 5и (0)). 
$ 
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При этом вспользуется соотношение 
і 


(187) ЕІ Әри (2) 2 ае = Ф (и (0)) —Ф (и (0)), 


о 


Фуа РС ирас НЕ: 
тде Ф(и) — глобальная функция Ляпунова для (45). Из (17) следует. что 
на любом отрезке [0, Г] найдется точка $ такая, что для и(ї) = 5,и(0) 


(19) | ды? < СТ, | и@ в < С, 


т. е. при таком # уравнение (15) близко к стацвонарному. Отсюда с помощью 
рассуждения от противного легко выводится, что для заданного є >> 0 най- 
дется такое Т°(=) = Т, что 5 „(0), џ(0) Е В,, при некотором і < Т попадает 
в г-окрествость множества $ = {2,,..., 2} (м. [41]. 

Все сказанное выше верно и в 10м случае, когда в (15) граничное условие, 
Неймана заменено условнем Дирихле. 

Пример 2. Рассмотрим в © Є Я?(п =3 для простоты изложени 
типерболическое уравнение с диссипацией 


(20) дш -- уди = Аи — (и) — (0), и(0=0, 20. 
Предполагается, что 
21) ТРО) |< Са + |и р). Ра) 2 С. Кали ә С ий, 
ғ > 0. В качестве Е берется энергетическое пространство пар (и, р) Е 
< НО} х НО). Тода {20) порождает полугрупау {5:} 
| 51(и(0), 9:и(0)) = (и), ди), 
где и(й) — решение уравнения (20) (см. [47], [4'?, [46]. 
Теорема 3. Пусть выполнены условия (21) и полугруппа {$:} удов- 
летворяет условию С. Пусть - 
' 1000), ды (0)) < А, (и), дги(2)) = 5(и(0), 9,000). 


Тогда найдется токая к.е.т. 


(и), Әбд) Є Ц Ма р), 
где і > р; > ехр(—т7/2), хто 
(22) Н(ы (1), аа (0)) — (400), д0) Е < Сехр(—т0) 


вне точек разрыва и(0). Здесь С = С(В), ц зависит лишь от спектров опера- 
љоров А — | (2), Е (ў = 1, ..., 

Доказательство сводится к проверке выполнения условий теоремы 1. 
Условия 1) — 4) п 6) следуют из (21). Условне 5) вытекает из конечности 
интеграла диссипации 


(23) ) (Паи (8) 12 + П ойи (0) 12,) 6С. 


где С зависит лишь от [(4(0), 0,и(0))1ь. Оценка (23) выводится аналогично 
соответствующим оценкам в }. 

Пример 3. Рассмотрим конечномерную динамическую систему 
ди = А(и), и Є А". Предполагается, что для соответствующей ей полугруцп- 
пы {5,1, 500) = “(), сушествует ограниченное в 3" поглошающее множе- 
ство В;. Кроме того, пусть и) 6 С-В, В > 8, множество стагионерных 
точек 12.1 == 1, ..., №} (4(2;) == 0) конечно п каждая нз точек 1; — гппер- 
болическая. П; сть для {5:! существует глобальная функция ‘Ляпунова 
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(вапример, пусть А(и) = У „а(и), а: А" + й). Тогда для любой траектории 
аё) = 5: (0), Е > 0, существует к.с.т. и(} Є Ц ЛГ: ©;), где р; — регуляр- 
і 
ные спектральные радиусы, причем справедлива оценка 
иб). — шб) | <= С ехр(—1#), п > 0,, С = С «(0) 10). 


"86. Рапномеріб' по ? > 0 стабилизированный тлавный член 
зепмитотики траекторий полугрупп, зависящих от параметра 


Пусть в банаховом пространстве Е действует полугруппа {5 А), # > 0}, 
5,0): Е Е, зависящая ог числового параметра А, | А | < №. Ниже отисы- 
вается поведение и(+, А) = 5 (2)и,, ЕЕ (0, -- оо[, в терминах траекторий полу- 
грушы {5,(0)} = {5:3}. Краткое изложение результатов содержится в (47| — 


Приведем некоторые понятия, которые понадобятся в дальнейшем. 

Определение 1. Пусть 2:...., с. — стационарные точки полу- 
труппы {5} н0О{;:), ..., 0{2.} — окресткости этих точек. Будем говорить, 
что Эзио проходит окрестности О(2,) в порядке, обратном нумерации, если 
из включений 5:1, С О(:.), бишь Є О0(2;), где т рх і, следует, что ј Ф і. 

Предполагается, что зотан следующее условие: 

Условие І. Полућруппа {5,0)} = {5, }, рассматриваемая на мно- 
жестве В, с Ё, п полугруппы (5,()}, |А 1< ^5, на множестве БВ = В, 
®бладают такими свойствами. 

1) Множество 3 стационарных точек {5,} конечно: % = {5, .... 2х}, 
причем Я с В, | 

2) Для любого 6 >0 ЗТ < -+-ю такое, что Г является временем 
пегзданви {$} 1з В, в 0,0%) (см. & 2). 

3) Для любого и, Є В, существует такая нумерация точек множества 3 
(зависящая, быть может, от и.) и такое 6 > 0, что би. проходит О, (2;) 
в порядке, обратном нумерации (06) — окрестность 2;). 

4) Каждая точка- 2; Є % (ў = ‚ № — гицерболическая. 

5) ЗЦАВ с В, М> 0, УЕ а. 2). 

6) Существуют такпе константы 2 п С, что 


(1) био — Эго С Сез (А, | | бчиь — го 00 


для любых иЄ В. о Е В,, У, то 0, Е > т, МА, |А | < 

1) 5 (А)и, венрерывно по ѓ №. >> 0, Уи, ЕВ. 

Наша цель при выполнении условия І построить глобальную аппрокси- 
мацию при всех Ё > 0 функций ы(#, ^) = 5 (7. ио при и, Е В е помощью ку- 
сочно-непрерывных траекторий предельной полугруппы {5,}. 

Определение 2. Под семейством составных предельных траекто- 
рий. соответетвуклцил семейству С, == {и(.. №): и, 2) = $5 и шв ЄВ}, 
141 < 2, будем понимать совокупность кусочно-непрерывных по 1 траек- 
торий ы(ф, А) полугруппы {5,} = {5 (0)}, обладающих следующими свой- 
ствами. 


1) иё, $.) непрерывна в Е по ё за исключением точек разрыва Г;, ... 


‚‚ Ты, Т = Ти), < Т, < < Ты, т = т(). 
2) Значения и(Г, — 0. 2), т, . -0, А) в точках разрыва Г, лежат 
в малой окрестности О,() мпожества # == {21, ..., 2к} неподвижных 


точек полугруппы {5:}. 

3) В каждой окрестности О,(2.) лежат значения пт, 0) не более 
чем в одной точке разрыва 7,;. При этом и(Т, — 0) = №, (2р). и(Ё, А) = 
== 51-1) и (Т, 0, А) при Г: 31 7а. М) = А.б. р = 1). 


4) (0, А) == и(0, А) для векоторого и(-, 2.) Е С. 
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Замечание і. Из п. 3) определения 2 следует. что на интервалах 


С 
17,. Тай @(=1,....т — Иш А) принадлежит конечно-параметриче- 
ским семействам траекторий полугрупгы {5,(0)) = {5,}. лежащих на 
М“(2%) = 0 5.М +). 

Теорема 1. Лусть выполнено условие І и пусть С’, соответствует. 
множеству В из условия 1. Тогда найдутся такие малые числа №, > 0, а> О 
и достаточно большое число С, что при |А | < № для любой 0(:, МЕО, . 


т.е. (1, №) = 5 Аи. ио Є В, существует с.п.т. п(ё, ^)). для которой 
(2) зир [о (6, 2) -—и (6, А) САИ. 
620 


Здесь 4 зависит от числа д из (1), а также от расстояний от спектра диффе- : 
ренциалов $121), 2; Є %, до единичной окружности; число С зависит от дей- * 
стёвия {5, 3 в" окрестностях О ,(2;), от величины Т = Т6) в условии і, от кон- 
стант Си хв (1) и от А, и не зависит от } при | А, [ < Аи оти, ЄВ. * 

Прежде чем доказать теорему 1, приведем ряд лемм, подробное доказа- ; 
тельство которых дано в [41]. 

Лемма 4.. Пусть {5 (А) } удовлетворяет на В условию Ги пусть ЗТ < 
< -- оо. Т? — время попадания {5 ,} из В, = 0 5:880,(%) (Х == 9 ({5,))). 


Тогда найдется такое № > 0, что \), |А < Аъ. Т9 — время попадания ` 
{5,(2.)} из 0 5.018 в 0, (Ф). 


Лемм а 2. Путь множество % = 3 ({5:}) конечно, % = . 
.... 2%}. Пусть В.С Е и Хв >> 0. время попадания {5,} из В, в 0$) дая. 
{5,} конечно. Пусть Зе, > 0 такое, что при є < є, Ми, Є В, $ и, проходит. 
0.(2;) в порядке, обратном нумерации, а именно если 5ши, Е О) и Эш Е 
ЕО. (2}}, гдет >> +, тој < і. Пусть на В, В, выполнено (1) и В с Е таково, 
что выполнен п. 5) условия 1. Гогда З > 0, № < А, такое, что при \(А|% 
ЗА, == в, 2, ш ЕВ (ио = и(2) проходит О23) в порядке, обратном 
нумерации. 

Лемма 3. Шусть выполнены предположения леммы 2, 0„(®) с В, 
и пусть при \ = 0 М > 0 сушествует ў > 0 такое. что при и(ї) = 5 (0) 
и-меел: 


6) если щі), щі) Е О,(2:). то щі) Є 0,(2,) ЕН. 21. 


Тогда М6 > 0 Зу, >0 и А2 0 такие, что при |А | < А, справедливо , 
(3). где и(г) = 8 (2)и(0) == и(Ї, А). 

Лемма 4. Пусть выполнены п. 4) — 6) условия 1, |А |< А, № мало 
и пусть и(ЁВ) = Тб, А) == 5, (т) Є ОС) УЕ, Т). где 0ї:,) — масоя 
окрестность точки 1; Є Ў, т << Т. Тогда при всех і Є (т, Т] таких, что Ё — 
— х — целое, справедливо неравенство 


(2) НУ, А) < е9 || У.(и(т)) |-- С. [А |, 


где С, не зависит от {и(0)}, у >0, у = —№4 — 2.) (см. (1.16), гдер = 1). 
Доказательство. Для краткости возьмем т == 0, следовательно, 
#{ — т= Еслп окрестность О достаточно мала и чпсло /^ мало, то из (1) 
следует, что при и(#) ЕО 5,и(0) Е 0", где О! — малая окоестноеть точки 2. 
Б додовефыем оудем предиолагать, что окрестность (О? = ОҶ2;) ваз 
столько мала,’ 7что в вей формулами .{1.14), (1.13) определены операторы 
УУ (соответствующие {5,} == {5,(0)}. т. е. прп Х = 0). Справедливы 
неравенства (1.16), (1.15), которые мы запишем в виде 


(5) КУ (м) | Зе ЦУ (и) | (>09), 
(6) . НУ. (5 ли) | 2 28 ЦУ (и) | (8 2 0). 


-- 
Ф =” 


Здесь норма ||. 11 == |. № — та же, что в (1.15). (1.15). она зависит от 
точки 2. 
Прин = ціў. 7.) = ЗИЗиш ЕО: 


НИ (и (2-1. А) |=. (5, (А) и) | ЗПУ. ($) НЕ НУ (0 (Е. А) ТУ. (5 
(51 = $; (0)). 


Учитывая, что Г_ удовлетворяет на 0! условию Лилшица, пользуясь (і) для 
оценки |{ и(# — 1. А) — 8и | и орименяя (5), где А == і, получаем: 


и) ИР — 1. А) се? и ИС пить - 
— бидь № {Зет | Г. (и А) Г СТА. 


о неравенство справедливо при # = 0, 1,..., п для п < Т. Очевидно, 
7) имеет вил (2.2). гле & = | .(0(7, А) | ра = 277, р, = 0, т =0, 6 = 
„ СМА В силу леммы 2.1 выводим оценку (2.3), в которой І = $. рі = еї, 
Из {2.3) следует (4) (т = 0). 

Лемма 5. Пусть выполнены предположения леммы А. Пусть и(ё) = 
= И(Ё А) х 15 д ЄМ.) ПО МЄ (т, Ті, Т т — целое ш пусть 
П. (7) =П.&(Т). Тогда справедливо неравенство 


(8) Не (д —и СНУ (и Н--СТАр МЄ, 7). 


Доказательство леммы 5 аналогично доказательству леммы 2.2. Изме- 
нения, связанные с валичнем 7., вносятся так же, как в лемме 4. 

Лемма 6. ПутьиЕ 0 б). где 8, достаточно мало, и пусть Т 20. 
Тогда на М (21) (р = 1) существует такая траектория №), 0 << Т, что 
Пи = ПИТ), (0) ЄМ. (2) П 0-4(2;), где окрестность О — такая же, как 
в ломме 4. 

Доказательство теоремы 1. Для каждой точки 2;6 

Є Ў (ў = 1, ..., №) выберем окрестность ОЧ} такую, как в леммах 4—6. 


Пусть число 8 < 0,0) М =1,.... А, где 6, — число из леммы 6. 
Пусть, кроме того, 6 настолько мало, ‚что если и(т, ^) Є 0222), и(Т, А) = 
== <;.()и(т, ^) Є 0,123), то ий, №} < ОЧ) УЕЕ[.Т - 1]. При, = 0 такое 


$ существует в силу леммы 5. 1. Пра А Е А. где 7. мало, такое ё существует 
в силу леммы 3. Через 7% обозначлм число из леммы 1, где 2е << 8. (Числа ғ 
и ё зыбпраются одни и те же для всех 237 =, ‚ №).) 
.Зафиксируем траекторию {и ^)} Е С, цё, РУ = 9 (Аи, иЄ В. Для 
краткости будем писать (Ё, А) = (ё), (Е, № = #(0). Кривая и({) попадает 
в окрестность О,(2\ некоторых точек 2; Є 9. Занумеруем эти точки в том 
порядке, в котором иќ) попадает в эти окрестности: 2', ..., 2", те №. 
2% = гаре Такая нумерация возможна при малых { 7. {в силу и. 3) условия 1 
и леммы 2. (Нумерация по верхнему индексу может зависеть от и.) Через 49 
обозначим первый момент ї, в который и(ї) попадает в [0 ,(2*)], а через й — 
последний момент, когда и(ё) Є 10,(2)1: Е = зар{Е Үт < Е шт) 02) } 
{если таких т нет, то В = 0), Е = ан Ут > Ё ит) Є Оз} (если таких 


< нет, то й = -- оо). Положим 5 = Ои б) = $ (0) пря Е 10, Мі. Так как 
#1 < Т, то, в силу (1), Ни} — и(#) | СА [е9 < С, [А | при ЕЕ [0, Е. 
Провелем построение и(ђ при всех Ё но инлукпин. Пӯгттотозттс. что 6 
достроена при и ъъ ё > н, причем. для этих { справедливо ‚неравенство, 


с? 


(9 ° | Е ЕСИ, 


Построим и(#) при 2 Е (#1, #}, а если Ё =2 оо, то при ЕЕ Ш, 1]. , 
дальнейшем, для краткости изложения, будем писать 2 = 0, 
О,(25) == О,, й = 0, # == $, +: == й, Т, == Т, М (2%) == М +. Рассмотрим 
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две кривые и.) в и,(2). Положим и (0) = 50}. В качестве из (+) 
возьмем траекторию р() Є М., П, + 0) = Пуив + 0), 0<9< 1, 
1% + 8 — целое. Такая траектория г(0) Е М. П О! при ї Є10, &] существует 
в силу леммы 6. Положим 
(20) и (0) = и: (0) при 1610, Г), 
5. > .. у Араа: КЕСЕ и ели. КА Элея ; 
гу А И би: © при Т6 
Ниже значение Г будет явно указано. Отметим, что ГС (Ч, &] и лвбо Г— 


целое, либо Г=Ц. Значение Г выбираем так, чтобы выполнялось нера- 
вевство 


(12) Пи (9—00 ПС 1 | 


при +. 1] = ©, #5]. Заметим, что в силу (1), где т=0, н (9), где ё=0, 
имеем: 


(13) Ник П Сез Ор С, А-1) МЄ. Г). 
В силу (8) 


2 


По (9—09 ПСИ (а С) ЈА МЕЄ17, 8. 
Оценивая Г. (4 (7)) при помощи (4), где ‹=0, получаем отсюда: 


(14) Пи (о Сет т-р МЄ, в, 


где йети) =5 (2х0). Возьмем в качестве 7 целую часть чнела с. 7 = [0]; 


где о определяется из равенства 
(15) еее, а= – (8 Мау) 
Из (13) в (15) получаем, учитывая, что Г $ 0: 
: ~ „о арлаба+тбу - _ 
Па 92009 С р 2 СЫ. 


Отсюда следует, что (12), где 


(16) Ф: = фарба + У), 
выполнено пра ѓ Є 10, 71. Заметив, что Г р> с — 1, и воспользовавшись 
(14), получаем, что справедлива оценка 


Ре А і. Чай 
47) на Нес рЫ" ЧС М о УТ, В. 


Следовательно, оценка (12) с 9;, определенным (16), верна гри ї 17, 5]. 
В случае, когда (0] > Ц, в (10) положим Г = Т. | 

Рассмотрим отдельно случай, когда & == -- оо, т. е. і == т. Этот случай 
песледуется так же, как построение спектральной асимптотики в точке 2" 


в доказательстве теоремы 2.1: 20) при этом стровтся как предел лежащих 
на М. (2") траекторий иь (б) (к == 1, 2, ...) полугруппы {5+}, удовлетворяю- 


щих условию: Изи(&) = П.и), & — 100. При этом вспользуется тот 
факт, что константы в неравенстве (17) не зависят от Ц, т. е. от & = б при 


и = ир. 
Определим теперь траекторпю и(ї) при і Є [25,111 (= (6, 1..1) (в случае 
<< +05). Положим ий = $1-ви (6 — 0) при таких #616, И)). Вос- 


пользовёвшись неравенством :12), тде # = Ц, и оценкой (1). тле т = 1, 
а также тем, что й — Е < 7°, в силу леммы 1 и п. 2) условия 1 получаем, . 
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зто неравенство (12) справедливо при 0 <, 1 4 Н (= Н.;). Следовательно. 
оценка (12) справедлава при і 2 4, ..., м, и теорема і доказана. 
Замечание 2. Если точка 2, — устойчивая, т. е. іпа 2; = 0, то 
она может совпадать лишь е 2”, так как и(#, А) -+ 1, (А) при Е ~ + со, 2А) — 
—2" при А —> 0. 
Заме чание 3. Из (16) следует, что в (2) 


. А" РЫ А 7х? А ы д 7 а) -;{; М 
Р 8 А =. . = = И нь, А КА ру 
< 88) = т _ следи х. Х 08): . 


где мивимум берется по целочисленным функциям ј = 1), соответствую-` 
щим иумерациям 2' = 53. 

Лемма?7. Пусть {5,} обладает функцией Ляпунова, непрерывной на Е, 
и 5и непрерывна по (1, и) Е А, х Е. Пусть множество Ў неподвижных точек 
{5:} конечно и все точки 2; Е Ў — гиперболические. Пусть точки 2; Є $ 
занумерованы так, что 


(19) Ф) <... < Фан). 


Пусть окреспности О(2;) стоек 2; достаточно малы. Тогда Ҹи, Є Е 5и, 
проходит О(2;) в порядке, обратном нумерации. 

Доказательство. Пусть окрестности О(2;) настолько малы, что 
они содержатся в окрестностях О, из леммы 5.2, и, кроме тото, О(2;) так ма- 
лы, что | (и) — Ф(23) | < 60/2 и Є О(2)), где г, — минимум из всех чисел 
=; из п. 3} леммы 5.2. Пусть (В) Є 0(,), и(&) ЕО), Ц > і, і зе ј. Тогда, 
в свлу луммы 5.2, так как › > Ь ни() 6 О(2;), имеем: Ф(и(+.)) < Ф(2,) — 
— & < Ф{:;) — 6. Тәк как и(.) Є 0(23), то | Ф(ц(ё,)) — Ф@}) |< 202. 
Поэтому цу) < Ф(ыц,)) - 652 < Фао) — г. 2. Следовательно, в силу (19) 
1< ін и@) прохолит окрестности О(2;) в порядке. обратном вумерацин. 

Приведем обобщение тесремы 1, которое пспользуетея при рассмотрении 
примеров эволюдионных уравнений, сингулярно зависящих от параметра А 
з окрестности А == 0, например гинерболического квазилинейного уравнения, 
`одержащего параметр А при 0и (см. ниже пример Зв $ 7). 

Обозначим через (/; множество функций р == 5(Ь, }), ЕЕ (0, -Р оо, зави- 

‚ее от параметра А, (7, 7.) с Е. Через В, обозначается объединение всех 
значений :4ѓ, А), В; = {и: и =, А), РЕС, РЕЯ, }). (Ниже, в примерах, 
Г’, булет совокупностью решений. Например, Г, — совокупность траекто- 
рий $ (Аи, где | и, | < А. Более сложный пример, связанный с сингуляр- 
ным вхождением параметра А, приведен в $ 7, пример 7.3.) Кроме семей- 
ства траекторий (7, рассматривается полугруппа {5,); би Е — {она соот- 
ветствует нулевому значению параметра А = 0). 

Вместо условия І вводится условие Гна О, и {5:3}. Пункты 1')— 4’) 
условия Г совпадают с п. 1) — 4) условия Г. Вместо условий 5) — 7) вво- 
дятея слелующве условия. 

5') Мяежества В, с В, УА. [А |< А,. (Следовательно, Џ 8, с: В,.) 


6’) Существуют такие константы а и С, что У Є В., Уи Е х. - 
(20) Ноиб, 2) — 51-го | < Сезб- (| Ар | шб, А) — ро |) 
С 22% 1А1< А). 
7’) Функции аці, 5)0(, А) Е С, А | < А) непрерыввы поѓиз Хв Е.) 
Имеет место следующий аналог теоремы 1. | 


Теорема Г’. Пусть выполнено условие Г. Тогда найдутся такие до- 
статочно калые числа Ао > 0,4 >0 и достаточно большое число С, что для 


любой финкции и(-, Ху Є 17, существует с.п.т. и(ї, *.), для которой 


(24) єор и (р, 1) и. 1) С 249, 
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причем показатель а зависит от числа о в (2%. а также ст тттачтстея 
Манот 14" ЗИ Пре 1. © зависит ца аъ от 45. В.С 
в 120). 

Локазательство совершенно аналогично доказательству теоремы |. Ва 
ду 8 Ки следует заменять на и(+, #) и пользоваться вместо условия Е ұс? 
внем Г. И 


$ 7. Примеры уравнений со стабилизированной асимитотикой решений 


Пример 1. Рассмотрим систему типа реакции-диффузии, содер 
щую параметр А: 


(1) | ди = Аи — Қу. и, #.)) — (х) = Аи. А, 


где, как ив $ 3, и = (шиї, ..., и"), ў = (Р,..., Р). с траничнымя усл 
внями Неймана: ди’0\ ! = 0. 


Предполагается. что условие вида (5.16) на } выполнено равномерно по 
[А | < А»; кроме того, выполнено соответствующее условие Липшица по 
Аналогично [12]. [14] устанавливается, что полугруппа 5 (А), [Аі А 
действующая в пространстве Ё = Н\, принадлежит классу С''“, О<а< і 
Теорема 1. Пусть при = 0} = (0, .... ў") ==, Е, Я = дРЮюи 
где Е: &" —К — класса С**“, Пусть для {5 (0)} выполнено условие С. Тогд 
-дая любого ограниченного в Е множества В найдется такое №. >> 0, что пр 
ЈА зы и(А) = (і, А) |6 Е В для соответствующего решения и{ё. ^) < 
== 5 Кл)ио(А) уравнения (1) найдется такая с.п.т. иі, )). что 


(2) ириб, А) —и (в, УНЕСЛА, 9220. 
„Здесь С = С(|{ ио (А) 12), и (+, Х) обладает свойствами, указанными 8 тегоре: 
ме (+ . И 


Доказательство сводится к проверке выполнения условий теоремы 6.1, 
В качестве (7, берется множество 5 (А)и, и Є В, | ^ | < №. Конечность врё 
мени попадания траектории {5,(0)} из В в О) доказана в примере 5.4 
Выполнение других пунктов условия устанавливается аналогично. Оста 
новимся вкратце на выводе оценки (6.1). Для этого вычтем из уравнения ( 
для и(Ё} = 5 И}, то же уравненпе для г( = 5 (0)со про А =0. Мы пол 
А Н 


ди —г) = Аи -– 0) — (и, А) — Цы, 0) + (и, 0) — (е, 0) 
(Ке, 2) = Нх, и, А). 


Умножив скалярно обе части этого равенства на —А(ц — у), после элемен- 
тарных преобразований выводим: 


аа о 2С С ие. 
откуда следует (6.1). 


Пример 2. Рассмотрим в © Є А гиперболическое уравнение с дисен- 
нацией, зависящее от параметра А: 


(3) ди + уди = Аи — Ки, А) — #, иго = 0. 


Предполагается, что функция [(и, А) удовлетворяет условиям (5.21) равно- 


мерно по А, | } | < А,. Кроме того, требуется выполнение условия Лапшица 
то %. 


(4. ба, А) Рабы, С а АИ р) 6 А 


Тео рема 2, Пусть 5 (0) удовлетворяет условию @. Для любого огра- 
ниченного Всі Е, где Е = Н! х Н, существуют такие С > 0, 4>0, 


т 


г . = — * ; .- „ ^ = ы ` 
. . . - РУ - <. 
РА > Н езт > - . ~ ВА В | : = Ы 
А . 2 Я . ` ` МЕЧО - . . 
+ - & 


ЫЧ 


существует с.п.т. ем. 91}. соответствующая № == 0 и такая, что 
(5) Не), др. В) — А). ди. МЕС И 0, 


кроме точек разрыга по і (и(ї, №), дбиць, ^)). 

Доказательство сводится к проверке выполненяя условий теоремы 6.1. 
Остановимся лишь вкратпе на доказательстве условия (6.1). Для этого 
уравнение (3) лля г({) (при / = 0) вычитается из уравнения (3) для и (при 
А == 0), затем полученное уравнение умвожается скалярно на дКи — г) 
и в результате элементарных выкладок получается оцевка 


бо (7) = (1). ди (1) — бар (9) Е < ( (0) —2(0), ди (0) — до (0)) 1+ 
+ СС \ ив, д ди) Е де 
$ 


Отсюда, воспользовавшись неравенством Гронуолла, выводим (6.1). 
Пример 3. Рассматривается гиперболическое уравнение с диссипаци- 
ей, синтулярно зависящее от параметра А, А Є 0, №1, 


(6) 20%и -- ди = Аи— {и} — Е (2). 60. шг = 0. 


Условия ка функцию Ки) — те же, что в (5.21). 

Полугрупиа {5 ,(А) }. соответствующая (6), при А > 0 действует в энер- 
гетическом пространстве Е = Я, х Н, 5 (А): Е —+ Е, где Н, — шкала про- 
страястз, порожденная оператором Ли, и ш = 0. Пра А. == 0 задача (6) 
вырождается в параболическую задачу " 


(7) | ди = Ац — (и) — Е, и шв = 0. 


Полутрупа ({5,(0)} = {5,}, соответствующая (7), действует в Н,, 
5: и(0) и. Такам образом, предельная при А == 0 полугруппа {5,} 
действует в другом фазовом пространстве, а именно в Н:. Поэтому, вместо 
того чтобы изучать {5 ,(3)} при А == 0, мы будем изучать семейство множеств 
С, = ОМ.) решений и() = и,() уравнения (6), удовлетворяющих усло- 
віям 


(8) ых (0) 18-1 дш (0) А -- А ди (0) АГ, 


Для таких множеств (7, и для полугруппы {5,} выполнены все пункты усло- 
вия 6.Г, следовательно, имеет место утверя:дение теоремы 6.2. Приведем 
основные леммы, которые используются при проверке условия 6.Г’. 
Лемма 1. Путь и(-) = и, (+) Е С(М.). Тогда найдутся такие кон- 
станты а > 0, Съ > би А,, К, > 0, что при Ў ї >> 0 имеют место оценки 


і 
дш (0) а (ОЕ + {Нуди (0) 12 Сета, 


© 


$ 
[дли (8) |< Клее", А} Па (т) | ах Кем 9:0; 
\" 


с, С, Ку. К, зависят только от М,. 


емма 2 Пить и.) = ий.) Е ГАМА ле Шон, 
од = Ра : - Е 
ика) № < 95-2 „> 0. Гогда справедливо неравенство ЕТТУ 
о В оа 4 о хеле але аа аа у м" . м и: ЗЕ . 
75 9) що — и.) В = СВ Нш) и) Неа 7 
У: > >0, 


где С = С{М.), а, = а(М,, С). 
9 УМН, т. 43, вып. 5 
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Цзнеиие. что полүтэттпо (9 твестосещал 41), облад от ъунлавей 
+ 4 о 
Фи) = \ (5 Уши авио) 2 (=), 
9 


непрерывной на Н,. Стационарные точки 2(х) уравнения (7) определяются 


уравнения 

(10) А(2) жа А: — (2) = &, 2 = 

Если & — регулярное значение оператора А,, 4А; Н, -- Н, то это 
уравнение имеет конечное число решений (2,(2). ..., 2у(2)) ЄЎ, и в каж- 
дой точке 2, Є # дифференциал А (21) = Ар — ў (2;)р, о во = 0, не вы- 


рожден; следовательно, все точки 2 (2) — гиперболические, т. е. для {5,} 
выполнено условие (т (см. $ 5, см. также [1]. 

Теорема 1. Пусть выполнено условие С и Ки) удовлетворяет усло- 
виям (5.21). Пусть Г. = С.М.) — множество решений и(ї) == иё) урав- 
нения (6). для которыл выполнена оценка (8). Тогда для любого и,{-) Е СМ.) 
существует составная предельная траектория и(ї, А) = и{Ё} предельного 
уравнения (1) такая, что для достаточно малого №, |А |< 


(И) 33р Пи), (—и (В.С А, 4>9, С= (0), 


При # > а, 1 >> ӧ >> 0, вне точек разрыва функции и С имеет место оценка 
(12) | 81,00) — ёш) | < СА К, 


где С, = С(М.). Показатель 4 в (11) и (12) зависит от аз в (9), а также от 
расстояния до нуля спектра дифференциала А21) в каждой ' точке 1 ЄЎ 
и от числа этих точек. 

Доказательство теоремы 1 сводится к проверке. выполнения условий 


теоремы 6.2 (см. [46]). 

Если #(5) и (и,(0), ди (0) подчиняются дополнительным условиям тлад- 
кости. то теорему 1 можно усилить. 

Замечание. Завясимость от параметра аттракторов уравнения (6) 


изучалась в работах [46] и [59]. 
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